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Predgovor:

V razumni druzbi bi najboljsi Zeleli postati ucitelji,

kajti prenasanje spoznanj Clovestva na nove generacije
je poCetje najvisje Casti in odgovornosti,

ki si jo je mogoce zamisliti.

(Lee Yacocca)

Pred vami je uc¢no gradivo za predmet Uporabna matematika v logistiki v vi§jeSolskem
Studijskem programu logisti¢no inZenirstvo.

Uc¢no gradivo naj sluzi kot pripomocek pri studiju predmeta Uporabna matematika v logistiki.
Zajema tista poglavja, ki se predavajo pri tem predmetu. Pri vsakem poglavju so zajeta
osnovna in za nadaljni Sudij nujno potrebna znanja.

Upava, da vam bo $tudij matematike predvsem v veselje.

Avtorici






Uporabna matematika v logistiki

1 ANALIZA FUNKCIJ
CILJI:

Ob koncu tega poglavja boste:

- prepoznali funkcijski predpis,

- znali funkcijo prikazovati analiti¢no, grafi¢no in s tabelo,

- poznali nekatere lastnosti funkcij (narascanje, padanje, omejenost, zveznost) in
znali te lastnosti za podano funkcijo tudi dolo€iti,

- vedeli, kolik$na je vrednost limite zvezne in nezvezne funkcije v tocki T in poznali
vrednost limite funkcije, ko x tezi ¢ez vse meje,

- poznali in znali uporabiti pravila za raCunanje limit,

- znali dolociti limite nekaterih preprostejsih funkcij,

- poznali lastnosti zveznih funkcij.

V tem poglavju boste najprej osvezili znanja, ki ste jih pridobili ze v osnovni Soli. Poznavanje
funkcij in njihovih lastnosti je temeljnega pomena za nadaljnje usvajanje znanja.
Prepoznavanje funkcij in doloCevanje njihovih lastnosti vam bo v pomoc¢ pri vsebinah
nadaljnih poglavij.

1.1 FUNKCIJA IN NJENE LASTNOSTI

Ce zelimo govoriti o funkcijah moramo najprej opredeliti odvisno in neodvisno
spremenljivko.
Koli¢ino, ki je odvisna od druge koliine, imenujemo odvisna spremenljivka; koli¢ino, od
katere je odvisna in se lahko poljubno spreminja, pa neodvisna spremenljivka. Pravimo, da je
odvisna spremenljivka (y) funkcija neodvisne spremenljivke (x). Kar zapisemo:

y =f(x)
Funkcijo pa lahko pogledamo tudi s staliS¢a mnozic.
Naj bosta dani mnozici A in B. Preslikava iz mnozice A v mnozico B je predpis (pravilo), ki
vsakemu elementu xe A priredi natanko en element iz mnoZice B.

f

A~ T~ B

Slika 1: Prikaz funkcije
Vir: Lasten

Pravimo, da je funkcija f definirana na mnozici A. To zapiSemo:
y =Ax)

Funkcijski predpis fpriredi elementu x € A elementy € B.
Element xe A imenujemo neodvisna spremenljivka ali original.
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MnoZico vseh originalov imenujemo definicijsko obmocje (D). Definicijsko obmocje
funkcije je mnozica A.
Zaloga vrednosti (Z;) funkcije /" je mnoZica vseh slik originalov, torej slika mnozice A

A)).
g:(mkcija je dolo¢ena z mnozico originalov, mnozico slik in funkcijskim predpisom.
Mi se bomo v veliki meri ukvarjali z realnimi funkcijami, to so preslikave iz mnozZzice
realnih Stevil v mnoZico realnih Stevil.
Realna funkcija f preslika interval [a,b] R v interval [c,d ] < R . Simbolino to zapisemo:
f [a,b] - [c,d ], kjer so a, b, ¢, d elementi mnozice realnih Stevil.
ZapiSemo Se drugace.
Naj boxe[a,b]. fix—oy
Pravimo, da je odvisna spremenljivka y realna funkcija neodvisne spremenljivke x.

FUNKCIJO LAHKO PODAMO NA VEC NACINOV:

e analiticno
Tako da navedemo funkcijski predpis, ki ga lahko podamo:
a) v eksplicitni obliki y = f(x) Primer: y =x"

b) v implicitni obliki Primer: y — x*=0

e z grafom v koordinatnem sistemu v ravnini
G, = {(x,y);x eD,,y= f(X)}

Graf je mnozica urejenih parov (x, y), kjer x pretece celotno definicijsko obmocje funkcije, y
pa je slika pripadajocega x.

¥ fx=x+1

- -

—
(X N
[ N
.

Slika 2: Graf funkcije
Vir: Lasten
Opomba: Graf je narisan z uporabo programa Graph, ki je dosegljiv na spletnem naslovu
http://www.padowan.dk/graph/.

e s tabelo Tabela 1: Prikaz funkcije s tabelo

X 1Y
-1

1
0
11

Vir: Lasten
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NEKATERE LASTNOSTI FUNKCIJE

1. Omejenost funkcije

Naj bo funkcija f definirana na intervalu (a, b). Ce obstaja tako realno $tevilo m, da za vsak
X € (a, b) velja f(x) = m, je funkcija na intervalu (a, b) navzdol omejena.

Stevilo m imenujemo spodnja meja funkcije. Ce je funkcija navzdol omejena, obstaja celo
vec spodnjih mej. Najvecji med njimi pravimo natan¢na spodnja meja ali infimum funkcije.
Funkcija lahko natan¢no spodnjo mejo doseZze ali pa tudi ne.

Funkcija pa je na intervalu (a, b) navzgor omejena, ¢e obstaja tako realno Stevilo M, da za
vsak x € (a, b) velja f(x) < M.

Stevilo M imenujemo zgornja meja funkcije. Ce je funkcija navzgor omejena, obstaja celo
ve¢ zgornjih mej. Najmanj$i med njimi pravimo natan¢na zgornja meja ali supremum
funkcije. Funkcija lahko natan¢no zgornjo meJo doseze ali pa tudi ne.
¥ fix)=x"2 -4x+3

a4

a4

Slika 3: Navzdol omejena funkcija
Vir: Lasten

Funkcija je omejena, ¢e je omejena navzgor in navzdol.
¥ f(x)=2sm(3x)
T f(x)=2

it f(x)=-2

-

LAANA
VAV RVAYA

a4

Slika 4: Omejena funkcija
Vir: Lasten
2. Narascanje, padanje

Funkcija je na intervalu (a, b) naras¢ajoca, ¢e za poljubna x,,x, € (a, b) velja:

Seje x, <x,je f(x) < f(x,).
Ce velja f(x,) < f(x,), je funkcija strogo narai¢ajoca.
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Funkcija je na intervalu (c, d) padajoc€a, ¢e za poljubna x,,x, €(c, d) velja:

Seje x, <x,,je f(x)> f(x,). Cevelja f(x,)> f(x,), je funkcija strogo padajoca.

¥
'F[xill' ............ FW
.F[x1] ................... ---------
a / 11X b X3 % E X

Slika 5: Narascanje in padanje funkcije
Vir: Lasten
Na sliki 5 je graf funkcije, ki je na intervalu (a, b) naras¢ajoca in na intervalu (b, c¢) padajoca.

3. Zvezna funkcija
Graf zvezne funkcije je nepretrgana krivulja. Poznamo Ze veliko zveznih funkcij:

e konstantna: f(x)=c
il

Slika 6: Graf konstantne funkcije
Vir: Lasten
e linearna: fix) =kx +n; k=0

¥ fix)=2x-1/2

-

Fa
L
—
o
Lat
ml

Slika 7: Graf linearne funkcije
Vir: Lasten
e kvadratna: f{x)=ax’+bx+c; a%0
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¥ fxX)=x"2 -4x+5

X
a 3 T { 2 3 a7
a4
a1
a4
41
Slika 8: Graf kvadratne funkcije
Vir: Lasten
e potencna funkcija z naravnim eksponentom: f{x) = x", kjer je n naravno Stevilo
T f(x)=x'3
A XD
3__
2__
1__
X
4 3 7 3 4 7
Slika 9: Graf poten¢ne funkcije
Vir: Lasten
n n—1 2
o polinomi: f{x) = ax +a, x  +..ta,x +a1x+a0; a, #0
e cksponentna funkcija: f{x) = a*;a>1
e logaritemska funkcija: f(x) = log_ x;a>1,x>0
e sinusna funkcija: f{x) = sinx
Ty f(x)y=sin x
A Hx)y=sm X
3__
2__
1__
L _‘JII L L /_\I L xk
4 2 i { 2 3 a7
a4
a1
a4
41

Slika 10: Graf kotne funkcije sinus
Vir: Lasten
e kosinusna funkcija: f(x) = cosx.



Uporabna matematika v logistiki

Ce je graf pretrgana krivulja, funkcija ni zvezna. Tiste tocke definicijskega obmod¢ja funkcije,
nad katerimi je graf pretrgan, so tocke nezveznosti.

¥

a4+

a4

!
|
|

T |
|
|

34

_— e — — 44

Slika 11: Graf nezvezne funkcije
Vir: Lasten

1.2 LIMITA FUNKCIJE

Pojem limita vpeljemo pri obravnavi neke funkcije, ko ta funkcija za dolocene vrednosti x = a
ni definirana. Poznamo pa vrednosti funkcije v okolici te tocke.

Dolo¢imo funkcijam, katerih grafe imamo narisane: vrednosti f(x), ko se x priblizuje dani
vrednosti.

2
x7; x<2

XxX+2:x>2

I. f(x)={

R
f[H]_{ a2 w2

2 ] Ty M

Slika 12: Limita funkcije 1
Vir: Lasten

Koliksno vrednost ima ta funkcija, ko se x priblizuje vrednosti 2?
Funkcija f' v tocki x = 2 ni definirana. Ko pa se z leve ali desne x priblizuje vrednosti 2,
vidimo, da se funkcijska vrednost priblizuje vrednosti 4. Pravimo, da je /imita funkcije f enaka
4, ko gre x proti 2.

To zapisemo: Iim/x) = 4.

x—2

2. Naj bo funkcija f definirana na naslednji nacin:
10
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x%; x<2

—2x+7;x>2

]

fix)=x"2 x=2
fix)=-2x+7| =x=2

-

.
[
[= .
[

i A

AN
24 \
Slika 13: Limita funkcije 2

Vir: Lasten

Koliksno vrednost ima ta funkcija, ko se x priblizuje vrednosti 2?

Tudi funkcija f'v tocki x = 2 ni definirana. Ko se x z leve priblizuje vrednosti 2, se funkcijske
vrednosti priblizujejo vrednosti 4, ko pa se x z desne priblizuje vrednosti 2, se funkcijske
vrednosti priblizujejo vrednosti 3. Zato funkcija f nima limite v toc¢ki x = 2.

3. Imejmo Se funkcijo s predpisom:

_ 1
Sx) = G

Slika 14: Limita funkcije 3
Vir: Lasten

Koliks$na je vrednost funkecije £, ko se x priblizuje vrednosti 2?
To je racionalna funkcija, ki ima pri x = 2 pol druge stopnje in v x = 2 ni definirana, pa tudi
zvezna ni.
Torej, vrednosti v x = 2 ne moremo dolociti, lahko pa doloCimo, kam vrednosti funkcije
tezijo, ko gre x proti 2. V tem primeru funkcijske vrednosti rastejo ¢ez vse meje, pravimo, da
gredo vrednosti proti neskoncnosti. Zato je limita funkcije f, ko gre x proti 2, enaka
neskoncno, kar zapiSemo:

lim/x)=.

x—2

11
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Kolik$na je limita naSe funkcije, ko raste x prek vseh mej?

Vidimo, da se funkcijske vrednosti v tem primeru pribliZzujejo vrednosti 0. Torej je limita
funkcije, ko gre x proti neskoncno, enaka 0, kar zapiSemo:

lim./x)=0.

X—>0

Ce funkcija v toc¢ki x = a ni definirana ali ni zvezna, je njena limita enaka vrednosti, h
kateri teZijo z leve in desne vrednosti funkcije, ko se x pribliZuje vrednosti a.

Funkcija, ki je v neki toc¢ki definirana in zvezna, ima v tej tocki limito in je limita enaka
kar funkcijski vrednosti v tej tocki.

Iim /™) = f(a).

x—a

f(x)=x"3

-

o .
Lag-
o
e

! !
—e— 3

U
'
—_

EES
Slika 15: Zveznost in limita funkcije
Vir: Lasten

Dolo¢imo limito funkcije f(x) =x" v tocki x = 2.
Ko se x priblizuje z leve in desne vrednosti 2, tezi funkcijska vrednost proti vrednosti 8, saj
ima za x = 2 vrednost 8. Torej je limita za x = 2 enaka 8.

lim~'=8

x—2

Kaj pa limita iste funkcije, ko gre x ¢ez vse meje?
lin_'lx3 =00,

Limita konstante je enaka tej konstanti.

Naj bo f(x) = a na celotnem intervalu, potem velja, da proti katerikoli tocki tezi x, funkcijska
vrednost vedno tezi proti a. Torej je limita konstante a, ne glede na to, kam teZi x, vedno
enaka a.

PRAVILA ZA RACUNANJE Z LIMITAMI

12
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1. Limita vsote dveh funkcij, ko teZi x proti a, je enaka vsoti limit posameznih funkcij.

lim f)+gx) = [im f® + ]im &)

x—a x—a x—a

2. Limita produkta konstante in funkcije je enaka limiti funkcije, pomnozene s konstanto.

lim (A()) =k ]ym fx)

x—a xX—a

3. Limita produkta funkcij je enaka produktu limit.

lim (026 = Jim ) [jm £

x—a xX—a xX—a

4. Limita kvocienta dveh funkcij je enaka kvocientu limit obeh funkcij, s tem da limita funkcije
v imenovalcu ne sme biti nic.

IimJ/ )
. (feo) IO .

- , 0
l ((x)j lime®) lim &)=

xX—>a
Nekaj nasvetov za enostavnejSe dolocevanje limit:

a) Racionalne funkcije

®Primer 1:
T . x> -4
Doloci limito funkcije f{x) = PR , ko gre x proti 2.
Ker Stevilo 2 ni v definicijskem obmocju, lahko funkcijo delimo z (x — 2). Torej:
i xz— _lim (x— 2)(x+2) 1 x+2 4 2
M, M6 - "6 3
®Primer 2:

Dolo¢imo limito funkcije f(x)= x—+§ , ko x raste ez vse meje.

5 .. 5 5
e 1+ 1 —
1+ hm[ xj tlim . |,

1. x+5_1. X _ x> xow X —
1M }51511 3 3) g3 120
- lim|{!- ‘llgl;

&Primer 3:

2_

Doloc¢imo limito funkcije f(x) = - ko x raste preko vsake meje.

4x* — 4 4
2 2 4-—
X A RN S
)clgl(X+3) H}}x +6x+9 xlgolx +6x+9 }I}Ol1+§+i 1
x° x x°

b) Iracionalne funkcije.

13
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&Primer 4:

Vax+1-+2x+5

2

Dolo¢i limito funkcije f{x)=

, ko gre x proti 2.

X" +x—-6
. Adx+1-42x+5 \/4x+1+\/2x+5_ . (\/4x+1)2—(\/2x+5)2 _
l}gl X 4x—6  JAx4l+42x+5 }gl(x2+x—6xx/4x+l+\/2x+5)_
Bk 2x—4 1. 2(x—2) B
- }El(xz+x—6)(J4x+1+J2x+5)_l}gl(x—z)(x+3)(J4x+1+J2x+5)_
. 2 2 2 2 1
=lim = = =T 1

o1 (x43)Vax+14+42x+5) 2+3)B+1++2:2+5) 53+3) 30 IS
¢) Trigonometricne funkcije

sin ax

Brez dokaza bomo navedli, da je hm— =1. Podobno velja tudi |[im =1.
x—0 X X—0 ax
©Primer 5:
sin4x

Dolo¢imo limito funkcije , ko gre x proti 0.

Stevec in imenovalec mnozimo s 4 in uvedimo novo neznanko: 4x = ¢.

sin4x . sin4x sint
hm =lim# I =lim4——=4

x—0 x—0 t—0 t

1.3 ZVEZNOST FUNKCIJ

Definicija:
Funkecija £, ki je definirana na intervalu [a,b] , je v tocki x¢ zvezna, e ima v tej tocki limito in
je ta enaka funkcijski vrednosti v tej tocki.

limf(x) = f(Xo).

x—)xo

Funkcija je zvezna na celotnem intervalu [a, b], ¢e je zvezna v vsaki tocki tega intervala.

LASTNOSTI ZVEZNIH FUNKCIJ
1. Couchyjev izrek' Ce je funkcija f definirana in zvezna na zaprtem intervalu [a b] in imata

.....

ena) taka vrednost c, za katero je f{c) enaka nic. flc)=0 (a <c<b)

14
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flb)

fla]

Slika 16: Zvezna funkcija
Vir: Lasten

2. Ce je funkcija f definirana in zvezna na zaprtem intervalu [a,b] in na tem intervalu
omejena, obstajata dve taki Stevili m in M, da je
m< f(x)SM; ceje a<x<b.

3. Ce je funkcija f definirana in zvezna na nepretrganem obmogju in ima v dveh to¢kah a in b
(a <b) tega obmocja neenaki vrednosti A in B, zavzame funkcija vse vmesne vrednosti med
A in B.

Povzetek:

V tem poglavju ste spoznali funkcijo in njene lastnosti. Izracunati znate limite nekaterih
preprostejSih funkcij. Veste, kdaj je funkcija zvezna in poznate lastnosti zveznih funkcij. S
temi znanji ne boste imeli tezav pri vsebina poglavij, ki sledijo.

™ Se nekaj nalog za utrjevanje:

1. Narisite graf funkcije f(x) = % in zapiSite njene lastnosti.

2. Izracunajte: lim, . _;
3. Izracunajte: limy, o7

4. IzraCunajte: lim, ., —
Svoje znanja lahko Se dodatno utrdite s pregledom snovi in nalog na spletnih naslovih:
http://www.e-um.si in
http://stud.prometna.net/index.php?option=com_uhp2&Iltemid=30&task=viewpage&u

ser_id=64&pageid=10.

15
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2 ODVOD

CILJI

Ob koncu tega poglavja boste:
- poznali analiti¢no in geometrijsko definicijo odvoda,
- poznali pravila za odvajanje osnovnih funkcij,
- znali uporabiti lastnosti raCunske operacije odvajanja na preprostejSih primerih,
- znali uporabiti raCunsko operacijo odvajanja na uporabnih primerih (znali boste:
dolociti enacbo tangente in normale na krivuljo, kot med krivuljama, poiskati
stacionarne tocke in s pomocjo teh narisati graf polinoma in racionalne funkcije).

V prvem poglavju ste spoznali pojme kot so narascanje, padanje, zgornja meja, spodnja meja.
V tem poglavju pa boste spoznali, kako nam pri dolo€anju le-tega pomaga odvod funkcije. S
pomocjo odvoda se boste naucili poiskati lokalne maksimume in lokalne minimume. Zato
boste lahko narisali graf funkcije Se bolj natan¢no. Prav tako se boste naucili, kako izra¢unati
kot med dvema poljubnima krivuljama, ne samo kot med dvema premica, kar poznate Ze iz
srednje Sole.

2.1 DEFINICIJA ODVODA

Naj bo dana funkcija f definirana na intervalu [a,b] in zvezna v toc¢ki x¢. Izberimo nek h,
takSen, da je xo+ h iz danega intervala [a,b].

¥
f+h]
1] Ay
I:[Hl:l] 20 =h
0 a :-:I:I :-:D+h b u
'\_'_r"
r#_,_x/ P

Slika 17: Definicija odvoda
Vir: Lasten
Potem lahko zapiSemo diferen¢ni koli¢nik:

SO+ = f(xo) _ S(x+ 1) = f(x)
X, +h—x, h
f(xo + h) — f(xg) nam pove, kako se spremeni vrednost funkcije, ¢e se x spremeni za h in ga
oznacimo z Ay.

Spremembo x — a za h oznaCimo z Ax.
Sedaj lahko zapisemo:

SO +h) = f(xy) _ Ay
h Ax

16
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Diferencni koli¢nik nam pove, za koliko se vrednost funkcije povpreéno spreminja na

intervalu (x, x + h).

Ce h poljubno manjsamo, se lahko diferenéni koli¢nik poljubno priblizuje stevilu A. Lahko

reCemo, da je Stevilo A limita diferen¢nega koli¢nika.

Ce ima diferen¢ni koliénik funkcije f v izbrani to¢ki x limito A, pravimo, da je v tocki x

ODVEDLJIVA.
Definicija:

Odvod f'(x) funkcije f'v tocki x je limita diferen¢nega koli¢nika, ko gre h proti 0.

h) —
f’(x)=121%lf(xo + 2 f(xo).

@Primeri:
1. Izracunajmo odvod konstantne funkcije f(x) = c.

fix)=c

fx+h)y=c S'®)=lim
h—0

Torejje f'(c)=0

h—0

2. Izracunajmo odvod funkcije f{x) = x po definiciji odvoda.

) =x
fix+h)=x+h 70=lim%

h—0
Torejje f'(x)=1

h

3. IzraGunajmo odvod funkcije {x) = x* po definiciji odvoda.
fx) = x*
fix+h)= (x+h)> =x>+2xh+h’

, . fx+h)—-f(x) . x*+2xh+h*-x°
/() =]im . =lim P
h—0 h—0
. 2xh+ R . hQx+h) .
=lm————=llm—————=Iim@x+h)=2x
h—0 h h—0 h h—0

Torejje f'(x*)=2x

4. Izracunajmo odvod funkcije f(x) = al " po definiciji odvoda.

=" fix+hy= 2t
x+1 x+h+1
x+h X
. . x+h)— f(x . B
f(x):llmf( ) f()zllmx+h+l x+l:
150 h 150 h
_1. x2+xh+x+h—x2—xh—x_1. h
I A+ )(x+1) M i+ T

fx+h)—f(x) .. c—c
. =lim——

(r+h) = f(x)

=0.
h

B
Iim p

h—0

1 1

:lim(x+h+l)(x+l) Tt 1)

17
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Odvod funkcije je spet funkcija.

Doloc¢imo $e vrednost odvoda za xo= 2 za zgornji primer.

, 11
T @=G0y Ty

DIFERENCIAL
Imejmo funkcijo f, za katero v tocki xo obstaja limita.
V limiti je sprememba neodvisne spremenljivke Ax zelo, zelo majhna, lahko recemo
neskon¢no majhna in jo ozna¢imo z dx. Tudi sprememba funkcijske vrednosti Af je zaradi

zveznosti funkcije fustrezno majhna in jo oznac¢imo z df. Tako dobimo:

N _df
—_— —= X
132)1 o 2 f'(x)
df imenujemo diferencial funkcije in je enak: df = f(x)dx

Diferencial funkcije f v tocki x( pravzaprav pove, za koliko se spremeni ordinata pri
spremembi abscise, toda ne na grafu funkcije, ampak na tangenti v tocki Xo.

Pri majhni spremembi neodvisne spremenljivke x diferencial funkcije pomeni glavni del
spremembe funkcije in ga lahko vzamemo za priblizek za spremembo funkcije.

df

dw

Slika 18: Diferencial
Vir: Lasten

GEOMETRIJSKI POMEN ODVODA
Narisimo graf poljubne zvezne funkcije f{(x), ki je neka nepretrgana krivulja v ravnini (x, y).

Izberimo na njej tocko 7,(x,,y,). Pove€ajmo X za h in dobimo tocko 7,(x, + &, f(x, + h)).

Skozi T; in T nariSemo premico, ki je sekanta nase krivulje. Kot, ki ga sekanta oklepa z osjo
X, oznacimo z 3.

18
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. . . - +h)—
Smerni koeficient sekante je: k., =tgf = M=o S 1) = /(%) .
X, — X, h
Ce h zmanj$ujemo proti ni¢, se toc¢ka T, priblizuje k tocki Ty, sekanta pa se bliza konéni legi,
ki je tangenta na krivuljo v tocki Ty. Smerni koeficient sekante preide v smerni koeficient

tangente in kot 3 v kot a.

g e

o

0 * HD+h "

Slika 19: Tangenta na graf funkcije
Vir: Lasten

f(xo +h)_f(xo)
h

Torej: k, =tga=]1m = f(x,)
h—0

Odvod funkcije v to€ki x¢ je smerni koeficient tangente na graf funkcije f'v tej tocki.

Ali drugace:

Odvod funkcije f'v tocki xy je tangens kota, ki ga oklepa tangenta na krivuljo skozi tocko
X¢ § pozitivno smerjo abscisne osi.

Iz tega sledi:

1. Graf funkcije f ima tangento v neki tocki Ty natanko tedaj, ko je funkcija f v tej tocki

odvedljiva.
2. Tangenta na krivuljo v tocki Ty je premica skozi tocko Ty , ki ima smerni koeficient

k=1'(x).

Enacbo tangente zapiSemo v obliki: y=rf(xy)=f"(xy) (x—x,)

Odvode uporabljamo na vec¢ podroc¢jih (matematika, fizika, mehanika ...) na najrazli¢nejse
nacine. Na tem mestu bomo omenili le nekatere moznosti uporabe.

Za lazje in enostavnejSe racunanje z odvodi bomo zapisali nekatera pravila za odvajanje.
1. Odvod vsote oziroma razlike funkcij je enak vsoti oziroma razliki odvodov
posameznih funkcij.

Dokaz: Naj bosta f'in g odvedljivi funkciji na nekem intervalu. Po definiciji odvoda je:

19



Uporabna matematika v logistiki

1 (fxr+h)+gx+1) - (f(x)+g(x) _
1m -

h—0 h
zlim(f(x+h2_f(x) + g(x+h2_g(x)j:f'(x)+gq(x)
Torej:

() +g(0) = /') +g'(x)
Podobno dokazemo $e pravilo za odvod razlike dveh funkcij.

2. Odvod produkta dveh funkcij fin g je enak vsoti produkta odvoda prve funkcije z
drugo in produkta prve funkcije z odvodom druge funkcije.

Dokaz:

hnﬁfu+hygx+m%%fuygu»

h—0 h

g(x+h)+ f(x) P

V Stevcu pristejemo in odStejemo izraz f(x)- g(x+ k), preuredimo in dobimo:

J'(x)-g(x) + f(x)-g'(x)

h—0

t [f(erh)—f(x) g(erh)—g(X)j_
1m 7 -

Torej lahko zapiSemo pravilo:

J'(x)-g(x) + f(x)-g'(x)

3. Odvod produkta funkcije in konstante je enak produktu te konstante in odvoda
funkcije.

(k- /() =k f"(x)
Dokaz:sledi neposredno iz drugega pravila.

4. Odvod kvocienta dveh funkcij je zopet kvocient. In sicer:

[ﬂw):f&mu%fumu)
g(x) g’ (%)

Dokaz:

20
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fx+h)  fx)
i SEHD 8@ |1 G Mgl fglrt i) + S0 - f(g) _
m h 1m h-g(x)-g(x+h)

| f(x+h2—f(x) ) 1) g(x+h2—g<x>
=lim g(x)-g(x+h) B

f (0)gx) - f(x)g (x)
g’ (x)

5. Odvod sestavljene funkcije (f o g)(x) je enak produktu odvoda po funkciji g in
odvoda funkcije fpo g.

(fog)(®)=rf(g(x) g x).
®Primera:

1. Izrac¢unajmo odvod polinoma
p(x)=2x"=3x" +5x* +4x-12.

Odvajamo vsak ¢len polinoma posebej in dobimo:
p(x)=8x"—9x> +10x+4 .

x> =3
x—1"

2. Izracunajmo odvod racionalne funkcije f(x)=

Odvajajmo po pravilu za odvod kvocienta:

2x(x—=1)—(x*=3)-1 B 2x* =2x—x"+3 B x> —2x+3
(x=1)° (x=1)° (x=1)°

f(0)=

ODVODI NEKATERIH OSNOVNIH FUNKCLJ
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f(x)=x" f'(x)=n-x"" neN
f(x)=sinx f'(x)=cosx

f(x)=cosx f'(x) =—sinx

S =tanx () =—o
COS X

f=cotx )=t
Sin X

f@=lnx )=t

X
f)=e" f'(x) = ke™

f(x)=a" f'(x)=a" Ina
©Primeri:

1. Odvajajmo funkcijo f(x)=x’e>.
Uporabimo pravilo za odvajanje produkta:

f1(x)=(x)e™ +x°(e*)=3x"e* +x° -2e* =x’e* (3+2x)

sin x
xS

2. Odvajajmo funkcijo f(x) =

Uporabimo pravilo za odvajanje kvocienta:

_ (sinx)'x’ —sinx(x’)" _cosx-x’ —sinx-5x*
f'(X) - - 10 -

(x°)° X
_ x*(xcosx—5sinx) xcosx—S5sinx

10 6
X X

3. Odvajajmo funkcijo f(x) = sin2x.

Najprej zapisemo funkcijo v obliki produkta: f{x) = sin2x = 2sinxcosx
Uporabimo pravilo za odvajanje produkta:

f'(x) =2((sinx)'cosx + sinx(cosx)')=

=2(cosx-cosx—sinx-sinx=
=2(cos” x —sin” x ) = 2c0s2x

22
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2.2 UPORABA ODVODA

1. Smerni koeficient tangente in normale na krivuljo

Odvod funkecije v doloceni tocki je limita diferen¢nega kvocienta % , ko gre Ax proti nic.

Diferenc¢ni kolicnik je enak smernemu koeficientu premice — sekante, ki gre skozi dve tocki
na krivulji. Ce gre Ax proti ni¢, se ta premica sekanta priblizuje tangenti na krivuljo v dani
tocki. Vrednost odvoda pa je enaka smernemu koeficientu tangente v tej tocki:

f'(xy) =k,
&Primeri:

1. Zapisimo enacbo tangente na krivuljo y = x> v tocki T(2, 4).
Odvod funkcije f(x)= x> v poljubni tocki x je enak f"'(x) = 2x.
Smerni koeficient tangente v tocki T(2, 4) je enak odvodu funkcije v tocki x = 2:

k=1'(2)=4

Enacba tangente v tocki T(2, 4) je:
Y=y =k(x—x,)

y—4=4(x-2)

y=4x-8+4

y=4x—-4
f(x)=x"2
fix)=a4x - 4

X
»
L

Il Il Il Il
I 1 1 L
2 -1 4 5 4] 7

; /
Slika 20: Tangenta na graf kvadratne funkcije
Vir: Lasten

2. Pois¢imo ena¢bo normale v tocki T(3, y) na krivuljo, ki je graf funkcije f(x)= x> +2x-3.
Normala na krivuljo je premica, ki je pravokotna na Kkrivuljo v dotikaliS¢u tangente.
Smerni koeficient normale je obraten in nasproten smernemu koeficientu tangente:

| =

23



Uporabna matematika v logistiki

._.

Lh
Ty
L4

-

wl f(x)= x'2 +2x- 3
— — 13 f(x)= -x/8 +99/8

|||||||||:||||||

- "

: T : 1 1 1 1 I I I 1 : : I : : :
So4 a2 -1_1_/ 23 4 » a8 ¥ B 91011 1213 14
a2+

N 4
4__

Slika 21: Normala na graf kvadratne funkcije
Vir: Lasten

Izracunajmo drugo koordinato tocke T(3, y):
y=9+6-3=12

Odvajajmo funkcijo:

f'x)=2x+2

Odvod v tocki x = 3 je enak smernemu koeficientu tangente:
k=f'(3)=6+2=38

Smerni koeficient normale je nasproten in obraten smernemu koeficientu tangente. Smerni
. o1
koeficient normale je — e

Normala gre skozi tocko T(3, 12), zato je njena enacba:

Y=y, =k(x—x,)
1

-12=—(x-3

y 8(x )

1 3
P
YT 8

3. IzraGunajmo, v kateri tocki krivulje y = x> — x —2 je tangenta vzporedna premici y= 2x —6.
(Dve vzporedni premici imata enak smerni koeficient.)
Ker je tangenta vzporedna premici, imata enak smerni koeficient: k, = 2.

Smerni koeficient tangente v neki tocki je enak odvodu v tej tocki.
Izracunajmo odvod:

y'=2x-1
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Pri katerem x je odvod enak 2?

2x—1=2
2x=3

3
xX=—

2

F. }' / )J
5T /S
ni e
A
T P
T /,f // f(x)=x2-x-2
T /s |[f®z2x-428
i+ ;S fx)=2x-6
. . A A {
2 1 1 A 4 3 5 T
T s
By /
S
X2 VA
Slika 22: Vzporedni premici
Vir: Lasten

Dani premici je vzporedna tangenta na krivuljo v tocki T (%,—éj

2. Kot, pod katerim krivulja seka abscisno os

Kot med abscisno osjo in Kkrivuljo je enak kotu med abscisno osjo in tangento na
krivuljo v preseciS¢u krivulje z osjo, in to je naklonski kot tangente.

Tangens naklonskega kota je enak smernemu koeficientu tangente:

gy =k,

Smerni koeficient tangente pa je enak odvodu funkcije v preseciscu:

ki=f"(xy)

Torej je tangens naklonskega kota enak odvodu funkcije v preseciScu:

1gp = f'(x,)
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NI

W. x

Slika 23: Naklonski kot 1
Vir: Lasten
&Primer:

Izradunajmo, pod kolik$nim kotom graf funkcije f(x)=2x> —5x° +2x—5 seka abscisno os.

Wt W W

Najprej poiscimo presecisca grafa funkcije z abscisno osjo, to je nicla funkcije:

2%’ =5x* +2x-5=0

¥’ (2x-5)+2x-5)=0

Qx=5*+1)=0

PreseciSce je eno samo v tocki T (%,Oj .
Odvod funkcije je enak f'(x) = 6x* —10x + 2.

2
Izraéunajmoodvodprix=§: A > =6- > -10- > +2=E—25+2=§=14,5
2 2 2 2 2

Tangens naklonskega kota je enak odvodu v preseciscu:

tgp =145
@ = 86,05°

g_
8_
'F_
6_
5_
4
3_
2_
14 X

j f(x)=2x"3 - 5x"2+2x -5
! f(x)= 14.5x - 36.25

LI I BN B I B R N

Slika 24: Naklonski kot 2
Vir: Lasten
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3. Kot med krivuljama

Wew W

Kot med krivuljama je kot med tangentama na ti dve krivulji v presecis¢u krivulj.

\\ %

Slika 25: Kot med krivuljama
Vir: Lasten

Kot med premicama s smernima koeficientoma 4, in &, izratunamo s formulo:

1+ kK,
@Primer:
. - 1. x*+1
Izraunajmo kot med krivuljama y =—- in y = >
X

Najprej dolo¢imo presecisca krivulj.

i_x2+l
x? 2
2
iz_x +1=0
X 2
2-x*=x*=0 xt+x?=2=0

(x> —1)x> +2)=0
(x+Dx—-D(x>+2)=0
x, =1

x, =-1
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fix=1/x"2
fix)=-2x+3

'

=N
=
L.

~ 1
~ B \\
Slika 26: Kot med krivuljama
Vir: Lasten

Krivulji se sekata v dveh tockah 7, (1, 1) in 7,(-1, 1). Krivulji sta grafa sodih funkcij, zato sta

vvvvv

bo dovolj, da izraCunamo enega izmed kotov. Recimo v to¢ki 7, (1, 1).

Funkciji odvajajmo in izraCunamo odvod pri x = 1.

1_ -
=—=X
Y 2
y'==2x""
y(h)=-2
k,=-2

R T S
'_2x_
y_T_x
y'(@=1

k, =1

Vstavimo vrednosti za k, in k, v formulo:

kz _kl
1+ kk,

gy =

e
1+1(=2)| |-1

p=7157°
28
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4. Stacionarne tocke, narasSc¢anje, padanje funkcije

Za risanje grafov polinomov in racionalnih funkcij pois¢emo oziroma dolo¢imo:
- nicle in stopnjo nicel,
- pole pri racionalnih funkcijah,
- zacetno vrednost,
- obnasanje dalec¢ pro¢ od koordinatnega izhodisca.

S pomocjo odvoda pa dolo¢imo Se:
- intervale narasCanja in padanja funkcije,
- stacionarne tocke, lokalne ekstreme in prevoje.

Definirajmo:
Funkcija f ima v tocki x, lokalno najvecjo vrednost ali lokalni maksimum, ¢e so vse

funkcijske vrednosti na nekem odprtem intervalu s srediS¢em v x, manjSe od funkcijske

vrednosti f{ x, ).

Funkcija f ima v to¢ki x, lokalno najmanjSo vrednost ali lokalni minimum, ¢e so vse
funkcijske vrednosti na nekem odprtem intervalu s srediS¢em v x, ve€je od funkcijske
vrednosti f{ x, ).

Lokalne maksimume in lokalne minimume imenujemo z eno besedo lokalni ekstremi.

Z odvodom lahko dolo¢imo, na katerih intervalih funkcija narasc¢a in na katerih pada.

V tockah, v katerih je odvod funkcije pozitiven, funkcija naras$¢a (odvod funkcije je namre¢ v
posameznih tockah enak smernemu koeficientu tangente na krivuljo, ki je graf funkcije), v
toCkah, v katerih je odvod funkcije negativen, pa funkcija pada.

Ce je za vsak x z intervala (a, b), /'(x) > 0, potem je fna tem intervalu naras¢ajoéa.

Ce je za vsak x z intervala (a, b), /'(x) <0, potem je f na tem intervalu padajo¢a.

a2

1]

Slika 27: NaraS¢anje in padanje
Vir: Lasten

V to¢ki x,, kjer preide funkcija iz padanja v naras€anje ali iz naraS¢anja v padanje, ima
lokalni ekstrem.

29



Uporabna matematika v logistiki

V tocki lokalnega ekstrema je odvod enak 0.
J'(x)=0

Nic¢lam odvoda pravimo stacionarne to€ke. V stacionarnih tockah je tangenta na krivuljo
vzporedna abscisni osi. Ni pa nujno, da ima funkcija v vsaki stacionarni tocki ekstrem.

/8N Vs

£ 'lx '\ /"’x "

0 +/ \

Slika 28: Lok. maksimum, lok. minimum in prevoj
Vir: Lasten

Funkcija fima v tocki x, lokalni minimum, ce je:
- /(%) =0 in
- odvod levo od tocke x, je negativen, desno od x, pa pozitiven oziroma je drugi
odvod pozitiven.

Funkcija fima v tocki x, lokalni maksimum, e je:
- S =0
- odvod levo od tocke x, je pozitiven, desno od x, pa negativen oziroma je drugi

odvod negativen.
Ce v okolici stacionarne to¢ke x, odvod ne spremeni predznaka, funkcija v to¢ki x, nima

ekstrema. Pravimo, da ima funkcija v tocki x, prevoj ali obracaj ali pregib.

Funkcija ima v tocki x, prevoj, ¢e ima njen prvi odvod v tej toCki ekstrem. Velja, da je
vrednost drugega odvoda v to¢ki x, enak ni¢ ( /''(x,) =0) in pri prehodu skozi to tocko
spremeni predznak.

Opombal
Ce je funkcija odvedljiva na intervalu (a, b), je njen odvod spet funkcija, ki je odvedljiva na
istem intervalu. V tem primeru lahko izra¢unamo odvod funkcije f'(x), ki predstavlja drugi

odvod funkcije f(x) in ga oznacimo z znakom f"''(x)

©Primer 1:
Narigimo graf polinoma f(x)=3x" —4x’.

Izracunajmo nicle.
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3xt—4x’ =0
x’(Bx-4)=0
X,5=0

4
"3

Graf seka ordinatno os v tocki P(0, 0), saj je f{0) = 0.

Obnasanje dale¢ od koordinatnega izhodisca:

im0 -4x)=o

x—>to0

Pois¢imo stacionarne tocke.
Odvajajmo funkcijo:

f'(x)=12x" =12x* =12x*(x =1)

Za stacionarne tocke velja:
f1(x)=0

Torej:

12x*(x=1)=0

Odvod je enak ni¢ prix=0inx = 1.
Za natan¢nejSo analizo stacionarnih toc¢k potrebujemo drugi odvod.

f"(x)=36x" —24x

Doloc¢imo vrednost drugega odvoda v tocki x =0 in x = 1.

(=12

Drugi odvod v tocki x = 1 je pozitiven, zato ima funkcija v T(1, -1) lokalni minimum.

Drugi odvod v tocki x = 0 je enak ni¢, zato ima funkcija v x = 0 prevoj.

f(x)=3x"4 - 4x"3

©Primer 2:
Narisi graf funkcije: f(x) =

Dolo¢imo niéle:

b
b

Slika 29: Graf polinoma

x> —4x+4

x*=2

Vir: Lasten
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X —4x+4=0
(x-2)(x-2)=0
X1,2:2

Vidimo, da je x = 2 dvakratna nicla, kar pomeni, da se bo v x = 2 krivulja dotikala abscisne
0sl.

Krivulja bo ordinatno os sekala v tocki P(0, -2).

Doloc¢imo $e pole nase funkcije.

x2-2=0

XZi\/E

Torej enacbi navpic¢nih asimptot x = +4/2.
Z limito funkcije bomo ugotovili, kako se funkcija obnaSa dale¢ stran od koordinatnega
izhodisca.
4 4
) 1-2-2
. x"—4x+4 . X x2
lim————=lim—— =1
x—>Fo0 X _2 x—too 1
)
X
Dalec stran od koordinatnega izhodis¢a se funkcija priblizuje premici y = 1.
Pois¢imo Se ekstreme.

Dolo¢imo odvod funkcije!
(2x—4)x> —2)— (x> —4x+4)-2x
£ = L
-2
Odvod enac¢imo z ni¢ in dobimo: x;=2 in x,= 1.
Seveda moramo poiskati Se drugi odvod.
oo (4x?—12x+8)  (Bx—12)(x" —4x” +4)— (4x® —8x)4x> —12x+8)
S == 2 = 4
X" —4x"+4 (xl - 2)
- 8x° +36x* —56x° —43x> —48

b -2f

Vrednost drugega odvoda funkcije v to¢ki x = 2 je pozitivna ( ) 0), torej je v tocki
T1(2,0) lokalni minimum. V tocki T,(1, -1) je lokalni maksimum, saj je vrednost drugega
odvoda funkcije v tocki x = 1 negativna ( (=< 0).

= (22 - 4+ 4) / (x°2 -2
4__

34
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Slika 30: Graf racionalne funkcije
Vir: Lasten
@Primer 3:
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Avtomobil pred semaforjem po prizgani zeleni luci spelje in enakomerno pospeSuje s
pospeskom a = 3m/s’. Enacba s(t) = (at’)/2 opisuje prevozeno pot avtomobila v Casu t z
enakomernim pospeskom a.
a) Kako se spreminja hitrost avtomobila v odvisnosti od ¢asa?

v(t) =at
b) Graf, ki prikazuje prevozeno pot avtomobila v odvisnosti od Casa:

5[] fix)= (3x2) /2
'F__

64

51—

t[s]
L

b
T r

e
[
a4
o
.
=]
-1

A4

Slika 31: Prevozena pot avtomobila
Vir: Lasten

¢) Po 3 sekundah je hitrost 9 m/s, prevozena pot pa 13,5 m; po 10 sekundah je hitrost 30 m/s,
prevozena pot pa 150 m.

Povzetek:

V tem poglavju je analiti¢no in geometrijsko definiran odvod funkcije. Spoznali ste pravila za
odvajanje in lastnosti odvajanja osnovnih funkcij. Oboje znate uporabiti na prepostejSih
primerih. Zapisati znate enacbo tangente in normale na krivuljo, izraunati znate kot med
krivuljama in s pomocjo stacionarnih tock narisati graf polinoma in racionalne funkcije.

(™ Se nekaj nalog za utrjevanje:

1. Izradunajte odvod funkcije f(x) = x* + 2x po definiciji odvoda.
xf1

IzraGunajte odvod funkcije f(x) = po pravilu za odvajanje racionalne funkcije.

Zapisite enacbo normale na krivuljo ¥ = x° v to¢ki T(2, 4).

Narigite graf funkcije f(x) = x* — 6x* + 9x,

Svoje znanja lahko Se dodatno utrdite s pregledom snovi in nalog na spletnih naslovih:
http://www.e-um.si in
http://stud.prometna.net/index.php?option=com_uhp2&Iltemid=30&task=viewpage&u
ser_id=64&pageid=10.

X

[l e

[ ]

A
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3 INTEGRAL

CILJI:

Ob koncu tega poglavja boste:

- poznali definicijo nedoloCenega in dolocenega integrala,

- znali tabelo integralov elementarnih funkcij,

- znali uporabiti pravili za integriranje vsote (razlike) in integriranje funkcije,
pomnozene s konstanto,

- znali na preprostih primerih uporabiti pravili za integriranje z uvedbo nove
spremenljivke in integriranje po delih,

- poznali in znali na preprostih primerih uporabiti nekatere lastnosti dolo¢enega
integrala in zvezo med dolo¢enim in nedolo¢enim integralom,

- znali izracunati plo$¢ine ravninskih likov z uporabo dolo¢enega integrala,

- znali izraCunati prostornino preprostih rotacijskih teles.

V tem poglavju se boste seznanili s postopkom, ki je v nekem smislu obraten postopku
odvajanja. Najbolj zanimivo spoznanje pa je, da so nekatere formule, ki ste jih spoznali v
srednji Soli (za plosc¢ino likov in prostornino teles) izpeljane prav s tem postopkom in sicer z
uporabo dolocenega integrala. Naucili pa se boste tudi, kako izraCunamo plosc¢ino
krivocrtnega lika.

3.1 DEFINICIJA NEDOLOCENEGA INTEGRALA

Doslej smo racunali odvode in diferenciale funkcij, zdaj pa bomo iskali prvotno funkcijo F,
katere odvod je F'.

Pois¢imo prvotno funkcijo F, katere odvod F' je enak funkciji f{x) = 4x°.

Njen diferencial je dF = 4x° dx.

(Saj vemo, da je odvod funkcije F'(x) = ci—F in diferencial funkcije F je enak dF = F'(x)dx.)
X

Sedaj uganemo prvotno funkcijo. Ni tezko ugotoviti, da je prvotna funkcija: F(x) =x*, saj
vemo, da je njen odvod enak F'(x) = 4x°.

Ali je prvotna funkcija tudi G(x) = x* +2?

Tudi odvod funkcije G(x) je enak 4x°.

Kaj pa funkcija H(x)= x*— 45? Tudi njen odvod je 4x’. Tako bi lahko nadaljevali in bi
ugotovili, da lahko osnovni prvotni funkciji priStejemo katerokoli realno Stevilo — konstanto
C.

ZapiSemo lahko, da je prvotna funkcija ali integral nase funkcije: F = x*+ C.

Vidimo, da ¢e je F(x) integral funkcije F', tedaj velja, da je za poljubno vrednost realne
konstante C tudi funkcija F(x) + C integral funkcije F'(x). Torej, pri tem postopku dobimo
mnozico prvotnih funkcij.

Postopek iskanja odvoda neke funkcije F imenujemo odvajanje. Sedaj smo iz odvoda funkcije
f = F' iskali prvotno funkcijo. Obratno operacijo, ki nam omogoca iz danega odvoda F'
(diferenciala dF) izracunati prvotno funkcijo F, imenujemo integriranje. Funkcijo F
imenujemo prvotna funkcija. MnoZico vseh prvotnih funkcij pa imenujemo nedoloceni
integral funkcije £, ¢e je f enaka odvodu F'.

Kar zapiSemo:
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[dF () = [F'(x)dx = F(x)+c

Odvod F' oznac¢imo s funkcijo £, in zapiSemo definicijo nedoloCenega integrala na naslednji
nadin:

[f(r)dx = F(x)+ C = F'(x) = f(x)

jdx- imenujemo integralski znak

f(X) - imenujemo integrand

F(x) - imenujemo integral

C - integracijska konstanta

Odvod nedolocenega integrala je funkcija pod integralskim znakom. Diferencial
nedolocenega integrala pa je celoten izraz pod integralskim znakom.

Za nekatere funkcije lahko nedolocene integrale (prvotne funkcije) uganemo.

@Primer 1:

Pois¢imo integral funkcije f(x) = cosx.

Icosxdx =sinx+C

Saj vemo, da je (sinx)' = cosx.

Resitev integriranja vedno preverimo z odvajanjem (f(x) + C)'.

3.2 TABELA INTEGRALOV ELEMENTARNIH FUNKCI1J

Podobno, kot smo zapisali tabelo odvodov elementarnih funkcij, bomo zapisali tudi tabelo
integralov elementarnih funkcij.

Ildx:x+C, ker:(x+C)'=1
4 1 1
Ix dx:j—dx:1n|x|+C, ker:(ln|x|+C):—
X X
Naj bo x e R,n = -1
n+l n+l1 '
Ix”dx=x +C, ker : al +C | =x"
n+1 n+1
Isinxdx=—cosx+C, ker : (—cosx+ C)'=sinx
Icos xdx =sinx+ C, ker : (sinx+ C)'=cos x
I 12 dx =tanx+ C, ker: (tan x + C)'= —;
cos” x Cos” X
I ,12 dx =—cotx+C, ker: (—cotx+ C)'= ,12
sin” x sin” x
Ia"dx:a +C, ker : a +C | =a"
Ina Ina
Ie"dx =e" +C, ker:(e*+C)=¢e"
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ZapiSimo Se pravili za integriranje vsote funkcij in integriranje funkcije, pomnozZene s
konstanto.

1. Integral vsote funkcij je enak vsoti integralov posameznih funkcij.
Naj bosta f'in g funkciji, za kateri integral obstaja.

[(£ G+ g = [ f(x)x + [ g(x)dx

Dokaz:
([ reas [ goar) = (] reods) £ ([ gdx) = 700+ gx)

2. Konstantni faktor pred funkcijo, ki jo integriramo, lahko piSemo pred integralski
znak.

Jaf(x)dx = ajf(x)dx

Dokaz:
Sledi neposredno iz pravil za odvajanje.

(a.[f(x)dx)l = aqf(x)dx)l = af (x)

©Primer 2:
Z uporabo tabele in pravil doloc¢i:

—2+1 1 1

1 X
—dx=|x"dx= +C=—+C=—+C
a)sz J 241 -1 X
— 1 4 ~tn :
3 _ _ 5 5
b)J—xdx=Ix5 ldx:_[x o +C="+C=5Yx+C
X 4 1
_f+1 _
5 5

c)
j(6x5 —3x* —8x7 +4x— 2)dx = j6x5dx —j3x4dx— I8x2dx + I4xdx + I2dx =

= 6jx5dx—3jx4dx—8jx2dx+4jxdx+2jdx=

6 5 3 2
X X

=631 8% 14t ioviC=
6 5 3 2

=x° —%xs +§x3 -2x* +2x+C

®Primer 3:
Preoblikuj in integriraj.

jmdx=jmdx:sz+3x_zdx
X X X

4
:j(1+xdex:1n|x|+x—+C:1n|x|— +C
X -4

4x*
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©Primer 4:
4sin 2x
Izracunajmo integral: I ————dx.
3sinxcos’ x

Najprej poenostavimo izraz pod integralskim znakom in Sele nato integrirajmo.

4sin2x
I.—dez
3sinxcos” x
__[ sin 2x dr :_I2smxcosxd :§I : dx:§tanx+C
sin xcos® x sin xcos” x 37 cos x 3
&Primer 5:

Pois¢imo funkcijo g, katere graf poteka skozi tocko T(4, 5), njen odvod pa je funkcija

1
g'®)=—1.
Vx
Integrirajmo funkcijo g":

I—dx I %dx=2x%+C=2\/;+C

Dobili smo mnozico funkcij g(x) = 2Wx+C , ki imajo enak odvod, razlikujejo se le za
aditivno konstanto C. Med njimi izberimo tisto, katere graf poteka skozi dano tocko T(4, 5).

5=2J4+C
Cc=1

g(x)= 2Wx +1

3.3 INTEGRIRANJE S POMOCJO UVEDBE NOVE SPREMENLJIVKE
(INTEGRIRANJE S SUBSTITUCIJO)

Uvedba nove spremenljivke nam velikokrat poenostavi integriranje.
Ce je funkcija f{x) integral funkcije y(x) definirana na (a, b), torej, e je j y(x)dx= f(x) in Ce
je g(t) poljubna odvedljiva funkcija spremenljivke t taksna, da je x = g(t), potem je:

[y(odx = [ y(2())- g' (Ot = f(x)
Vemo, da je dx = g'(x)dt.

Funkcijo g(t) izberemo tako, da postane integrand po substituciji x = g(t) in dx = g'(t)dt tak, da
znamo dolociti integral.

Nekaj napotkov glede izbire substitucije.

a) Iy(ax + b)dx

Uvedemo novo spremenljivko: ax + b =t.
Izrazimo x.
1 b

=—ft——

a a
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Dolo¢imo Se dx.

dx:(lt—éj dt
a a

Od tod je:

dledt
a

Tore;j:

[ Wax+b)x = [ y()- édt = é [y@yae.

©Primera:

| [Gx+1)'dx

Uvedimo novo spremenljivko: 3x + 1 =t.
Odvajajmo: (3x + 1)'dx = dt in od tod: 3dx = dt.
Izrazimo dx:

dx:ldt.
3
Sedaj lahko zapiSemo:
1 1
3x+D)'dx=t'—dt=—|t'dt =
J@rentds=[r' Sdr =S

1 tS 1 5 1 5
——+C=—t"+C=—=0CBx+1)" +C
35 15 15

2. [sin(5x-2)dx

Ce zelimo uvesti primerno novo spremenljivko, moramo razmisliti, na kateri primeren in
ugoden integral bi se lahko funkcija prevedla.
Uvedimo 5x —2 =t in 5dx = dt.

Izrazimo dx = %dt .

Tore;j: Isin(Sx— 2)dx=j(sint) -%dt :%J-sintdt :%(—cost) +C = —%cos(Sx—2)+ C

b) Integrali tipa:
[ 7" (- ' ().

V taksnih primerih zapiSemo: y(x) =t in nato dobimo y'(x)dx = dt.
Integral lahko piSemo:
j y"'(x)- y'(x)dx = It”dt . Lo€imo dva primera:

1) Cejen=-1:

[ -y = [ LK

y(g) | % = Inf{+ C = In|y(x)|+ C

2)CejeneR in n=-1
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n+l n+l
Jy”(x)-y'(x)dx = If”dt = t__,_c :y_(x)+ C
n+1 n+1
©Primer 1:
Integrirajmo:
2
dx = preoblikuimo :
J‘7x3 +2 p Y

I(7x3 + 2)_1 -x’dx
Uvedimo novo spremenljivko:
Tx* +2=t
21x*dx = dt
dt

xidy=—
21

Torej imamo:

[x +2)" xtax = %jt-ldz E %ln|t| +C= %111\(7)& +2)+C

©Primer 2:
. . 7 3 6
Integrirajmo: .[ (Sx + 3) x’dx

Uvedemo novo spremenljivko:

8x' +3=t
56x°dx = dt
x6dx=£

56
Dobimo:

7 3 6 ; dt 1 ¢, 1, ; 4
[Ex7 +3) xbax=[r T =—[rfdr=——1*+C=——(8x" +3] +C
56 56 56-4 56-4

3.4 INTEGRIRANJE PO DELIH (PER PARTES) ALI DELNO INTEGRIRANJE

Naj bosta u(x) in v(x) odvedljivi funkciji na intervalu (a, b), tedaj je tudi funkcija u(x)-v(x)
odvedljiva. Vemo, da je

(w(x) - v(x)) = u(x)v(x) +u()v'(x) .

Torej je funkcija u(x) - v(x) in integral funkcije u(x)"v(x) +u(x)v'(x). ZapiSemo:

I(u'(x)v(x) + u(x)v'(x))dx =u(x)-v(x)
Vemo Ze, da velja:
Iu'(x) -v(x)dx + Iu(x)v' (x)dx = u(x)-v(x).

Izrazimo Iu'(x) -v(x)dx in dobimo pravilo za integriranje po delih:

Iu‘-vdx =u- V—Iuv'dx
Nalogo znamo resiti, kadar znamo dolo¢iti integral na desni.
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&Primer 1:

.[xs ln|x|dx

Uporabimo zgornje pravilo: .[u'-vdx =u-v- juv' dx
Dolo¢imo si: x° = u'.

1
Torejje u=|x’dx=—x°.
jje u=| -

.. 1
Vemo, v = ln|x , torej je v'=—.
X

J-xs 1n|x|dx = u-v—juv'dx =lx6 -1n|x| —jlxé -ldx :lx6 1n|x|—ljx5dx =
6 6 X 6 6

6 6
Ly 1n|x|—1x—+c =2 (6Inx|~1)+C
6 6 6 36
©Primer 2:
Jsinxcos xdx

Naj bo u=sinx in od tod dobimo: du = cosxdx.
Vidimo: dv = cosxdx in od tod v = sinx.
Uporabimo pravilo za integriranje po delih.

jsinxcos xdx=u-v-— juv'dx =sin’ x — jsinx - coS xdx .
Integral na desni strani je isti kot na$ prvotni integral, zato lahko zapiSemo:

2j sin x cos xdx = sin” x in od tod:

sin? x

+C.

Isinx -cosxdx =

Pri dolo¢evanju nedolocenih integralov si v praksi pomagamo z Ze dolocenimi integrali, ki jih
najdemo v priro¢nikih. Na primer: Bronstejn-Semendjajev: Matematicni priro¢nik.

3.5 DOLOCENI INTEGRAL
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Dologevanje plos¢in likov, omejenih s samimi ravnimi értami, je dokaj enostavno. Ce
poznamo pravokotnika, lahko z elementarnimi prijemi (razdeljevanja in dopolnjevanja)
dolo¢imo ploscino kateregakoli ravninskega lika, ki ga omejuje lomljena ravna c¢rta. Pri
doloc¢evanju ploscin likov, omejenih s krivimi ¢rtami, je potreben limitni postopek. Priblizno
so plos¢ine in analogno tudi prostornine dolocevali ze zelo zgodaj v zgodovini (Babilonci,
Egipcani,...) Zaradi potrebe po ¢im natanc¢nejSem doloCevanju plos€in in prostornin se je
veliko matematikov ukvarjalo s problemom, kako ¢im natan¢neje dolo€iti plos€ine in
prostornine.

Mozje, ki so se zelo priblizali temu oziroma veliko prispevali k natan¢ni definiciji in uspesni
uporabi doloc¢enega integrala, so:

B. Cavalier (1598-1647)

I. Newton (1643—-1727)

G. W. Leibniz (1646—-1716)

G. F. I'Hospital (1661-1704)

J. L. Lagrange (1736—-1813)

A. L. Couchy (1789-1857)

B. Riemann (1826—1866) je bil prvi, ki je povsem natancno definiral pojem doloc¢enega
integrala.

DEFINICIJA DOLOCENEGA INTEGRALA

Naj bo f na intervalu [a,b] zvezna in pozitivna. V koordinatni sistem nariSimo ustrezno
krivuljo, ki lezi nad osjo x. Krivulja dolo¢a na intervalu [a,b] skupaj z abscisno osjo
krivo€rtni lik.

a 4] ¥

Slika 32: Plos¢ina krivocrtnega lika
Vir: Lasten

Za izracun plos¢ine tega lika bomo uporabili zamisel, ki jo je uporabil Ze Arhimed.

Razdelimo interval [a,b] na n manjsih, enako Sirokih podintervalov in nad njimi v lik
vértajmo pravokotnike. Priblizno ploS¢ino posameznega pravokotnika dobimo tako, da
mnozimo S$irino posameznega intervala (Axy) s funkcijsko vrednostjo tocke na spodnji meji
posameznega intervala(f{zy)).

Vsota plos¢in pravokotnikov je:

S Av, - f(z,) =S
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Z - pomeni, da v produkt vstavimo za indeks vse vrednosti od 1 do n in jih seStejemo.
k=1

Tore;j:

ZAxk 'f(Zk):Ax1 'f(Zl)+Ax2 'f(Zz)+Ax3 'f(Z3)+-'-+Axn 'f(Zn)

k=1

Vsota plos¢in pravokotnikov je nekoliko manjSa od plos¢ine danega lika, saj se pravokotniki
ne prilegajo popolnoma krivulji.

Cim manjsi so podintervali in iz tega ¢im o0Zji so pravokotniki, tem boljsi priblizek za iskano
plos¢ino lika je vsota plosc¢in pravokotnikov.

Slika 33: Delitev intervala
Vir:; Lasten

Pravimo, da vsote plos¢in z vedno »boljSo« delitvijo intervala [a,b] limitirajo k Stevilu, ki je
tocna ploscina lika med grafom funkcije in abscisno osjo na intervalu [a,b].

Plosc¢ina nasega lika je limita zgornje vsote, ko gredo vsi Axi proti ni¢. To limito imenujemo
doloceni integral funkcije f na intervalu [a,b] in ga zapisemo:

S=1im Y. /(z0)-Ax, = [ f(x)ds

Ax,—0 k=1
n—»0

Kjer je

a — spodnja meja doloCenega intervala,
b — zgornja meja doloCenega integrala,
[a,b] — interval integriranja.

b
Zapis '[ f(x)dx beremo kot doloceni integral funkcije /v mejah med a in b.

ZapiSimo Se enkrat definicijo dolo¢enega integrala:
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Doloceni integral funkcije f je limita vsote ZAxk - f(z,), ko gredo vse Sirine intervalov
k=1

Axg proti ni¢.
Ugotovili smo torej, da ¢e je f{x) > 0 na celotnem intervalu [a,b], je plosc¢ina lika med

b
grafom funkcije in abscisno osjo enaka dolo¢enemu integralu I f(x)dx.

a

Kaj pa, ¢e funkcija fni pozitivna na celotnem intervalu [a, b] ?
a) Naj bo f'na celotnem intervalu negativna, torej f(x) < 0.

Slika 34: Funkcija je na danem intervalu negativna
Vir: Lasten

Limita vsote z Ax, - f(z,) je negativna plosc€ina lika med grafom funkcije in osjo x.
k=1

—jzf(x)dx=S

b) Naj bo funkcija f na intervalu deloma negativna, deloma pozitivna. Doloc¢eni integral je
enak razliki plos¢ine lika, ki ga krivulja omejuje z osjo x na intervalu [a,c], in ploscine, ki
ga krivulja omejuje z osjo X na intervalu [c,b].

W

Slika 35: Funkecija je deloma pozitivna, deloma negativna
Vir: Lasten
@Primer:
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Izracunajmo integral I cxdx za doloCena pozitivna c in b.
0

W=

a b

Slika 36: Plo$¢ina trikotnika
Vir: Lasten

j f@de=1im3. f(,)-Ax,

Axp—o k=1
n—

Tu je f(x) = cx. Opravka imamo z zvezno funkcijo. Torej obstaja doloc¢eni integral te funkcije.
Razdelimo interval (0, b) na n enakih intervalov. Dolzina enega intervala je Ax, =—.
n

Funkcijsko vrednost vzamemo na koncu vsakega delnega intervala.

1z tega dobimo vsoto:

. beAx
S Av, - f(z0)=2 A, + 2_bch L Ly N e S W W W
n n n n

Upostevajmo, daje 1 +2+3+ ... +n= %I’l(l’l-f-l).

Torej dobimo:

ZAx - f(z,)= —bc(n+1)Ax :%cbz(ul).
n

k=1

1z tega vidimo, da je:

2 2 2
ch 1) ch (1+O)—CI;

J f@d=lim—

n—>0

Dobili smo Ze poznano formulo za izra¢un plos¢ine trikotnika.

LASTNOSTI DOLOCENEGA INTEGRALA
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b b b
1) j F(x)dx = j F(t)dt = j f(2)dz=...
Za integracijsko spremenljivko smemo vzeti poljubno ¢rko.

DOKAZ:
Ni tezko spoznati pravilnosti trditve. Zamenjava ¢rk za integracijsko spremenljivko pomeni
to, da smo abscisno os drugace imenovali. Plos¢ina lika pa ostaja nespremenjena, ker je lik
ostal isti.

2) Ce sta meji dolo¢enega integrala med seboj enaki, je vrednost integrala enaka nic.

DOKAZ: 5
Sledi iz premisleka. Ce sta meji med seboj enaki, imamo namesto z likom opravka z daljico.
Ploscina pa je enaka nic.

3) Zamenjava mej pri dolo¢enem integralu pomeni le spremembo predznaka integrala.
b a
j F(x)dx=— j F(x)dx
a b

DOKAZ:
Naj bo a > b. Vmesne tocke, s katerimi razdelimo interval [a,b], SO urejene v nasprotnem

vrstnem redu: a = x, > x, > x, >...>x, =b. Zato je razlika Ax, = x, —x, , negativna. Zato je
negativen tudi produkt f(z,)Ax,, ¢e je f(x) pozitivna; ¢e pa je funkcija f negativna, pa je
produkt f(z,)Ax, pozitiven. Vsota ZAxk - f(z,) limitira v obeh primerih proti isti plo§¢ini

k=1
lika, samo da je pri zamenjavi mej nasprotno predznacena.

4) Naj bo fzvezna na intervalu [a,b]. Ceje a<c<b,je:

[ £+ [ £ = [ £
DOKAZ: ' C '

Slika 37: Vsota plos¢in
Vir: Lasten
Ta formula pomeni: vsota plos¢ine lika acCA in plos¢ine lika cbBC je enaka plos¢ini lika
abBA. Ce obstajajo vsi trije integrali, je zgornja trditev resni¢na. Vemo, da ¢e je funkcija
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zvezna na intervalu [a,b], je zvezna tudi na podintervalih [a,c] in [c,b] in torej obstajajo

integrali j. f(x)dx; 'li f(x)dx; 'li f(x)dx .

ZVEZA MED DOLOCENIM IN NEDOLOCENIM INTEGRALOM

Osnovni izrek integralnega racuna ali Newton-Leibnizova formula

b
Doloceni integral I f(x)dx je enak razliki vrednosti nedolo¢enega integrala F(x) na

zgornji in spodnji meji:
b
[ f(0)dx=F(x)| | =F(b) - F(a), &e je F'(x) =Ax).

Najprej bomo poiskali funkcijo F(x), ki je nedoloCeni integral, potem pa od vrednosti te
funkcije na zgornji meji F(b) odsteli vrednost na spodnji meji F(a).

&Primer 1:

Izradunajmo j(— x*+ 6x)dx .
3

Narisimo graf funkcije f(x) = — x*> + 6x in oznacimo lik, katerega plo§¢ino i¢emo.

F'S

1v f(x)= -x"2 + 6%

X
I I »

1 :::II:V
4 5 78 910 11 12

m_
o B
w1
o B
K B

a1
Slika 38: Plo$¢éina lika
Vir: Lasten

Pri racunanju doloCenega integrala najprej izraCunamo nedoloceni integral, potem dobljeni
izraz uredimo, na koncu odstejemo od vrednosti na zgornji meji vrednost na spodnji meji.

5 3 2 3 2 3 2
J.(—x2+6x)dx=—x—+6x— 3= —5—+65— - —3—+63— =15l
2 3 2 3 2 3 2 3

&Primer 2:
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a
Izracunajmo doloc¢eni integral J.sin xdx
0

¥ f(x)= sin x

X
e
.
b2
[
I

at

Slika 39: Plos¢ina lika
Vir: Lasten

Isinxdx = —cosx|g =—(cost—cos0)=—(-1-1)=2
0

@Primer 3:

4
Izra¢unajmo doloceni integral I(xz —6x+ 8)dx .
2

- ] ~
i ¥ f(x)=x"2-6x+8§
4__
3__
2__
1__
X
TR 5 s

Slika 40: Plos¢ina lika
Vir: Lasten

4
Funkcija je na intervalu [2,4] negativna. Torej je integral I (xz —6x+ 8)dx= —S.
2

4
|
3 3
Y sgigaa|-|E 3024805t 62o 2 Torejje S = 2
3 3 3 3 3 3
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Izracunajmo plos¢ino osencenega dela na sliki, pri katerem je krivulja graf funkcije
[(X) = sinx.

¥ fix)=smx

Slika 41: Plo$¢ina lika

Vir: Lasten
2z V4 2z
. . . 2
'[sm xdx = J-sm xdx — '[sm xdx = (= cosx); —(—cos)" =
0 0 V4

— (cos7r — cosO)+ (cos27z — cos7r)= —(-1-DH+0-(1)=4
UPORABA DOLOCENEGA INTEGRALA

Plos¢ina ravninskega lika

Ukvarjanje s plos¢inami likov (podobno velja tudi za prostornine teles) je dolgotrajen in
zamuden posel. Mi se bomo racunanja plosc¢in (prostornin) samo dotaknili.

a) Ploscina lika, ki ga omejuje os x, graf pozitivne funkcije fin vzporednici ordinatni
osi v krajiscih intervala [a,b] .
IzraCunamo jo po Ze znanem obrazcu:

S= j-f(x)dx

] a h ¥

Slika 42: Plos¢ina lika, omejenega z osjo x in grafom funkcije
Vir: Lasten
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b) Plos¢ina lika, ki ga omejujeta dve, na intervalu [a,b] zvezni in pozitivni, funkciji fin
g.

Naj bo vrednost funkcije f'vecja ali kve¢jemu enaka vrednosti funkcije g. To pomeni, da graf

funkcije flezi povsod nad grafom funkcije g na danem intervalu.

g

Slika 43: Plos¢ina lika, omejenega z dvema krivuljama
Vir: Lasten

Plos¢ina osencenega lika je enaka razliki plos¢in likov abCD in abEF. Kar je:
b b b
S=[ f()dx— [ g(x)dx = [ (f(x) - g(x))dx.

Ce je katera od funkcij negativna, lik, ki nastane, vzporedno premaknemo navzgor.
Pri racunanju si vedno pomagamo s skico.

©Primer 1:

Izradunajmo plo§¢ino lika, ki ga dolo¢ata krivulji y = x* +x+1iny=x+2.
Izracunajmo, v katerih tockah se sekata parabola in premica.

X +x+l=x+2

x> =1=0
(x-D(x+1)=0
x =1

x, =-1

fix=x"2+x+1
flx}=x+2

-

'
e

Slika 44: Plosc¢ina lika, omejenega s parabolo in premico
Vir: Lasten
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Racunali bomo torej doloceni integral na intervalu [— 1,1]:
1

s=j((x+2—(x2 +x+ D= [(-x? +1)dr =

RRREEIE

&Primer 2:

Doloc¢imo plos¢ino med parabolama:

yzlxz—l in

4
1,
=——x"+2
TR

Pri racunanju si pomagamo s sliko.

¥ f(x=x"2/14-1
fix)=-x"2/8+2

24

Slika 45: Plos¢ina lika med dvema parabolama
Vir: Lasten

vvvvv

2 2
T =2
4 8
2x?—8=—x*+16
x> =8

X2 = 242

Ker sta obe funkciji sodi, ordinatna os deli lik na dva simetri¢na dela in lahko dolo¢imo
plosc¢ino enega dela in dobljeni rezultat podvojimo.

2V2 2 2 2v2 2 3
2 [ | Zv2-Z st fax =2 | EELIES A BEL N
8 4 8 3-8

0 0

242

=82

0
Z integriranjem si pomagamo pri reSevanju razli¢nih problemov. Oglejmo si preprost primer

uporabe doloc¢enega integrala.

&Primer 3:
50



Uporabna matematika v logistiki

Jekleno Zico dolzine 1 = 1,5 m s polmerom r = 0.1 mm obremenimo tako, da se raztegne za
x1 =2 mm. Koliko dela moramo opraviti, da jo raztegnemo Se za § mm?

X3
Opravljeno delo izraCcunamo z dolocenim integralom A = .[ Fdx , pri Cemer je

X

F=F % za to delo potrebna sila.

E=2-10 N je proznostni modul jekla in S = 7> pre¢ni presek jekla.
m

2
m
10

=80,4J

10 10 10 2 2 10 2 2
A:J-Fdxzj-E-QdXZJEﬂr xdx:EﬂT jxdszm/ x
> ) [ 1 [ l 2

2
Prostornina rotacijskih teles — vrtenin

Kadarkoli se kaksen konkreten problem resuje z dolo¢enim integralom, je osnovni pristop, da
izberemo interval neodvisne spremenljivke in ga razdelimo na n delov. S tem se osnovni
objekt razdeli na n manjSih objektov in za vsak tak delni objekt vzamemo primeren priblizek.
Tvorimo njithovo vsoto in iS¢emo limito te vsote. Kadar vsota priblizkov limitira k neki
vrednosti, je ta vrednost nek dolocen integral.

Vzemimo funkcijo £, ki naj bo zvezna in pozitivna na intervalu [a,b].

Zavrtimo lik, ki ga na tem intervalu omejujeta abscisna os in graf funkcije y = f(x) okoli
abscisne osi za 360°. Dobili smo vrtenino ali rotacijsko telo.

()

Slika 46: Vrtenina
Vir: Lasten

Postopajmo tako, kot smo opisali zgoraj. Vrtenino razreZemo na tanke rezine, zelo podobne
valjem, katerih polmer osnovne ploskve je enak funkcijski vrednosti f{x), viSina posameznega
valja pa je enaka Sirini rezine dx. Prostornina rezine je potem majhen del celotne prostornine

ali dV = 7r(f(x))2 dx.

Saj je prostornina valja: V = zr* -v.
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()

[m]
uil
[a3
=
B S It
S
=

Slika 47: Delitev intervala
Vir: Lasten

b
Ce sestejemo prostornine vseh teh delov, torej, &e integriramo I dV , dobimo iskano formulo.

a
b

V=x[(f(x) dx

®Primer 1:
IzraCunajmo prostornino krogle s polmerom 1.

Kroglo dobimo, &e polkrog zavrtimo za 360° okoli abscisne osi. Vzemimo polkrog, ki je na

intervalu [— 1,1] omejen z X osjo in krivuljo y=+1-x> .

Slika 48: Prostornina krogle
Vir: Lasten

52



Uporabna matematika v logistiki

4 :ﬁj(f(x))zdx == ﬁjyzdx zﬁj(\/l—xz )de =

o] (-
SR

&Primer 2:

2 2
) ) X~y ) . )
Zavrtimo elipso —-+=— =1 okrog abscisne osi in izratunajmo prostornino nastalega telesa:

ROTACIISKEGA ELIPSOIDA.

ZapiSimo enacbo za tisti del elipse, ki lezi nad abscisno osjo:

2 2
X

2
Yy 2 _ g2 X
Fa— v
Pa pois¢imo prostornino nasega rotacijskega elipsoida.

V= ﬂi(f(x))z dx = ﬂ_j;bz(l —z—z]dx = 7h’ I[l —x—inx = ﬂbz(x —;—32]

a a
_ o[ 2a, 2a)_4mba
303 3

a

—a —a

1 y=d1-x72/4

Slika 49: Prostornina elipsoida
Vir: Lasten

Povzetek:

V tem poglavju ste spoznali definicijo nedoloCenega in doloCenega integrala. Znate
uporabljati tabelo integralov elementarnih funkcij ter pravila za integriranje vsote (razlike)
funkcij in integriranje funkcije pomnozene s konstanto. Na preprostih primerih znate uporabiti
pravili za integriranje z uvedbo nove spremenljivke in integriranje po delih. Z dolofenim
integralom znate izraCunati plos¢ino ravninskih likov in prostornino preprostejsih rotacijskih
teles.
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(™ Se nekaj nalog za utrjevanje:
1

54

1.

2.

3.

Izradunajte | — dx.

Bx

dx.

Izracunajte |

Izradunajte __Ifl:l': — 4)dx.

Izracunajte prostornino krogle s premerom 4.

Svoje znanja lahko Se dodatno utrdite s pregledom snovi in nalog na spletnih naslovih:
http://www.e-um.si in

http://stud.prometna.net/index.php?option=com uhp2&Itemid=30&task=viewpage&u
ser 1d=64&pageid=10.
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4 LINEARNA ALGEBRA

CILJI:

Ob koncu tega poglavja boste:

- vedeli, kaj je matrika in kaj determinanta in poznali razliko med tema izrazoma,

- znali matrike mnoZiti in seStevati,

- poznali lastnosti determinant,

- znali izraCunati determinante 2., 3. in n-tega reda,

- znali reSiti preprosto matri¢no enacbo,

- vedeli, kaj je sistem linearnih enacb, kaj pomeni poiskati reSitev sistema linearnih
enacb, kdaj je sistem resljiv in koliko reSitev ima sistem, v primeru, ko je resljiv,

- vedeli, kdaj je sistem enacb linearno odvisen in kdaj linearno neodvisen in kaj je
rang sistema enacb,

- znali s pomoc¢jo Gaussove metode in Cramerjevega pravila poiskati resitev sistema
enacb.

Matematicno podrocje linearna (tudi vektorska) algebra izhaja po eni strani iz problematike
reSevanja sistemov linearnih enacb, po drugi strani pa iz raCunanja z usmerjenimi daljicami
(vektorji). Danes je linearna algebra naziv za matemati¢no strukturo, ki preucuje linearne
(vektorske) prostore. V njeno podrocje sodi resevanje sistemov linearnih enacb, racCunanje z
usmerjenimi daljicami, obravnavanje matrik ...

4.1 MATRIKA

Sistem m - n Stevil, razporejenih v pravokotno tabelo iz m vrstic in n stolpcev, imenujemo
matrika. Ozna¢imo jo:

ap  ap a,
A= ay 4y a,,
aml am2 amn

Kvadratna matrika

Za neko splosno to¢no dolo¢eno naravno Stevilo n = 2 je n-vrstna matrika zapis:

a; dp a,
a a a
21 22 2
A= ",
anl an2 a/m

kjer so a,, ...a,, Stevila, zapisana v n vrsticah tako, da se formira n stolpcev. Stevila

n

a, ...a,, imenujemo elementi (Cleni) matrike. Zapis a;pomeni, da gre za element v i-ti

vrstici in v j-tem stolpcu.
Splosno lahko matriko za stalen n zapiSemo na kratko: A=Ha UH
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Matrika razseznosti (m, n) je pravokotna shema mn Stevil ¢, (i1=1,2, ... ,m;j=1,2, ...,

n), razporejenih v m vrstic in n stolpcev.

a, 4y a,

A= ay, dy Ay,

aml amZ amn
©Primer:

213 4
A=
{1—127}

Matrika A4 je razseznosti 2x4.

Matriko, ki ima vse elemente enake 0, imenujemo ni¢elna matrika. Ozna¢imo jo z O.
Diagonalo, na kateri lezijo elementi q,,,a,, ... a,,, imenujemo glavna diagonala. Kvadratni

matriki, ki ima na eni strani glavne diagonale same nicle, reCemo trikotna matrika.

a, dp a, b, 0 0
A= 0 ay a,, B= by b, 0
0 O a/m bnl bn2 bnn

Kvadratna matrika, ki ima od ni¢ razlicne elemente le na glavni diagonali, se imenuje
diagonalna matrika.

a, 0 0
A 0 a, 0
0 0 a

Diagonalna matrika, ki ima vse diagonalne elemente enake, se imenuje skalarna.
Ce so vsi elementi na glavni diagonali enaki 1, se ta matrika imenuje enota matrike ali
matri¢na enota, ozna¢imo jo z E

Kvadratna matrika je simetri¢na, e za vsak i in j velja a; =a,.

&Primer:
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Transponiranje matrik

Ce v matriki A= [aij J(m » zamenjamo vrstice s stolpci, tako da preide prva vrstica v prvi

stolpec, druga vrstica v drugi stolpec in tako dalje, pravimo, da smo matriko transponirali in
dobimo transponirano matriko matrike A.

a, ay .. a, .. a,
a, Gy .. G, .. a,
A" = =a, (n,m)
= i
a, Gy, .. a; .. 4,
a, ay,, .. a, .. a, |

Ce transponirano matriko Se enkrat transponiramo, dobimo prvotno matriko.
Ce je A simetri¢na matrika, je A" = A, in obratno.

Matriki A = [aij J(m " in B = [bij J(m . Sta enaki, Ce je za poljubna indeksa i in j element a;

matrike A enak elementu bij matrike B.

A=B < lag/J:lby'J za vsak i1in j.
Elementoma a; in b; pravimo istoleZna.

Primerjamo lahko le matrike enakih razseZnosti.

®Primer:
Kdaj sta matriki A in B enaki?

2 8 y 8
A= B=

4 x 4 3
Matriki sta enaki, e jex =3 iny = 2.
Ce je za vsak iin j a, ;> b, velja, da je matrika 4 > B .

RACUNANIJE Z MATRIKAMI

Imejmo dve matriki A in B razseznosti (m, n).
a) Vsota matrik A in B je matrika razseznosti (m, n), katere elementi so vsote istoleznih
elementov obeh matrik.

4= [az;i J(m,n)’ b= [b’*«" J<m’">

C=4+B= |-Ciij(m,n) +[ai,j +b.

1] dm,n)
) 3 1 4 0 -3 1 3 =25

&Primer: + =
-1 0 3 2 3 5 1 3 8

Pri seStevanju veljata zakona: - komutativnost A+ B=B + A in
- asociativnost (A + B) + C = A + (B + C), kjer so matrike A, B
in C matrike enakih razseznosti.
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Naj velja, da je A + B = 0. Matriko B v takem primeru imenujemo nasprotna matrika matrike
A 1n jo oznac¢imo z —A.

—A= [‘ a; J(m,n)
1 0 -2 -1 0 2
®Primer: A=| 9 2 3 —A=[-9 -2 -3
-4 3 6 4 -3 -6

b) Razlika matrik 4 = la!.j J(m » in B= [bi,j J(m o torej C = A — B, je enaka vsoti matrik A in —
B

C=A-B=A+(B)=le,| =l|a, +(b))

(m,m) (m,m)

@m:

4 -3 3 2 1 -5
0 —-1|—-(5 —-4|=|-5 3
2 5 0 7 2 =2

c) Produkt matrike A s Stevilom a je matrika, katere elementi so elementi matrike A
pomnozeni z a.

A= [ai/‘ J(m,n) s ad= a[a?f J(m,n) - [a 4 JU"’”)

@m:
Dolo¢imo matrike 2A, -1A in —2A.
1 0 2
A=|-1 2 -3
0 -4 5
2 0 4 -1 0 -2 -2 0 -4
2A=|-2 4 -6 -1A=|1 -2 3 2A=|2 -4 6
0 -8 10 0 4 -5 0 8 -10

Lastnosti mnozenja matrik s Stevilom:(a in b sta realni Stevili; A in B sta matriki razseznosti
(m,n))

- asociativnost a(bA) = (ab)A

- distributivnost glede na skalarni faktor (a + b)A = aA + bA

- distributivnost glede na matri¢ni faktor a(A + B) = aA + aB

-(aA)" =aA’
d) Linearna kombinacija vektorjev
Definicija:
Naj bodo aj, aj, a3, ... , a, poljubna realna Stevila, A, Ay, Az, ... , A, pa vektorji enakih

n
razseznosti, potem imenujemo vektor ajA; + aA; + azA; + ... + a,A, ZZaiAi linearna
i

kombinacija vektorjev Aj, AjAs, ..., Ap.
(Matriko tipa (1, m) imenujemo vektor.)
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&Primer:

Podani so vektorji A, B, C.

1 2 8
A=1|2|, B=|8|, C=|28
3 2 12

Vidimo, da lahko vektor C zapiSemo, kot linearno kombinacijo vektorjev A in B.
C=2A+3B

Definicija:

Vektorji A, Az, As, ... , A, so linearno neodvisni, ¢e je linearna kombinacija
ajA+aArt+azAs+ ... +a,A, =0, le Ce so vsa Stevila ay, ap, as, ... , a, enaka 0.

Vektorji A; so linearno odvisni, ¢e je njihova linearna kombinacija ni¢elni vektor in pri tem
niso vsa Stevila a; enaka 0. (Pritemjei=1,2,3,...,n)

Ce je eden od vektorjev Ay, Ay, Az, ..., A, linearna kombinacija ostalih, so vektorji A, Aj,
As, ..., A, linearno odvisni.

€) Mnozenje matrik

Mnozenje dveh matrik je izvedljivo samo v primeru, ko se Stevilo stolpcev matrike A ujema s
Stevilom vrstic matrike B. Produkt ima toliko vrstic kot matrika A in toliko stolpcev kot
matrika B.

Definicija:

Produkt matrik 4 = [aij J(m,n) in B= [bi,j J(n,p) je matrika C=AB = lci’jJ b kjer je

(m,

in~ nj

n
c; = Zaikbkj =a,b; +a,b,, +..+a,b
k=1

Element ¢; matrike C dobimo tako, da skalarno mnozimo i-to vrstico matrike A in j-ti stolpec

matrike B.
&Primer 1:
1 -1 2 1 2 I-1+(-D)-(-D)+2-(-2) 1-2+(-1)-3+2-4 -2 7
0 2 3|-1 3|=] 0-1+2-(-1)+3-(-2) 0-2+2-3+3-4 |=|-8 18

3 -2 4| [-2 4| |3-14(=2)-(-1)+4-(=2) 3-2+4(-2)-3+4-4| |-3 16

@Primer 2:

1 2 3

2|12 3 1]=|4 6 2

3 6 9 3

@Primer 3:
2

12 3]|3|=[2+6+3]=]11]
1

Lastnosti mnozenja matrik:
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- asociativnost (AB)C = A(BC)
- distributivnost (A+B)C = AC + AB
- (AB)'=B'A"

f) Inverzna ali obratna matrika

Ima analogen (podoben) pomen, kot obratno Stevilo pri realnih Stevilih.
Definicija:

A naj bo kvadratna matrika, E enota matrike istega reda.

Ce obstaja kvadratna matrika X, ki zado§¢a pogojema:

AX=E in

XA=E

Jo imenujemo inverzna ali obratna matrika matrike A in jo ozna¢imo z A -

Matrika, pri kateri obstaja inverzna matrika, se imenuje obrnljiva.
®Primer:
Ali je matrika B obratna matrika matrike A!
25 3 -5
A= , B=
1 3 -1 2

2 5“3 —5] {2-3+5-(—1) 2-(—5)+5-2} {1 0}
1 3][-1 2] |[1:3+43-(-) 1-(-5+3-2] [0 1

3 —51[2 5] [3:2+(=5)-1 3-5+(=5)-3] [1 0
-1 2|1 3] | -1-2+2:1 —1-5+23 0 1

TorejjeB=A".

Kako dolo¢imo obratno matriko neke obrnljive matrike? Pomagamo si z definicijo obratne
matrike.
Vemo: AA" =E
A'A=E
®Primer 1:

1 -3, . X, X i
A= 5y 7 in naj bo X = neznana obratna matrika.

- Xy Xy
Vemo:
{ 1 —3} {xll xlz}:{l 0}
-2 T ||xy xp, 0 1
in

X, X, || 1 -3 =1 0
Xy Xy |[|—2 7 0 1

1z prve enacbe dobimo sistem Stirith enacb s Stirimi neznankami:
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xi1—3x21=1
2xX11+7x21=0
Torej je X11 = 7 in X1 = 2

X12—3x2=0

2X12+Txn =1

Torej je X12 = 3in X2 = 1

Dobljene vrednosti morajo ustrezati tudi drugi enacbi.

1 R P

73
Torejje X =A"=
2 1

Kako dolo¢imo obratno matriko v sploSnem pri matrikah reda n ?
Naj bo A = [aijJ kvadratna matrika reda n in det A njena determinanta. V primeru, Ce je

det A #0, so elementi obratne matrike enoli¢no doloceni z enacbo:

Ji

b, =
7 detA

,kjerso 1,j=1,2,3,...,nin je Aji kofaktor, ki pripada elementu a;;.

&Primer 2:

Poi$¢imo obratno matriko matrike A.

2.0 7
A=|1 2 3
6 1 -4

Preverimo ali obratna matrika sploh obstaja. Determinanta ne sme biti enaka 0.
Determinanta matrike A det A =-99 # 0, torej obratna matrika obstaja.
Doloc¢imo kofaktorje vseh elementov matrike A.

A, =( 1)22 3|2 11 Ay = ( 1)30 ’ =7
e 1 -4 e 1 -4
Azz(—l)31 3 =22 Azzz(—l)“z =-50
6 —4 6 —4
1 2
45 = (_1)4 =-11 4, =1
6 1
0 7
4; = (_1)4 =-14
2 3
Ay =-2 Az =4

Tvorimo novo matriko, tako da kofaktorje, ki pripadajo elementom prve vrstice, zapiSemo v
prvi stolpec, kofaktorje elementov druge vrstice v drugi stolpec, kofaktorje elementov tretje
vrstice v tretji stolpec.

“11 7 14
[4,]=| 22 =50 1
“11 -2 4
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Dobljeno matriko pomnozimo $e z

det 4

-11 7 -14
Al=- L2 s

-11 -2 4
Naso resitev Se preverimo:
2 0 -1 7 -14 -11 7 -14 1 00
1 2 3 (—ij 22 =50 1 __ L 22 =50 1 |=|0 1 O
6 1 -4 % -11 -2 4 % -11 -2 4 0 0 1

4.2 DETERMINANTA

Za nekatere sisteme n linearnih enacb z n neznankami znamo dolociti reSitev (metoda
nasprotnih koeficientov ...)

&Primer 1:
x+y+z=5
X-y+z=9

x+y—-z=-1
2x+0+2z=14
0+0+2z=6

Vendar je takSen nacin reSevanja enacb precej nepregleden. Zaradi zelje po ¢im vecji
preglednosti se je rodila ideja o matemati¢nem objektu, ki mu je Cauchy leta 1812 dal ime
determinanta.

Determinanta reda n (n-vrstna determinanta) je funkcija »’ elementov a,, razvr§¢enih

v n-vrstic in n-stolpcev:

a, dp a,
D= ay dyp a,
anl an2 ann

Ce poznamo kvadratno matriko A reda n
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a, 4y a,
A, Ay, ... 4, .. . . . . . . . . . .-
A= , J1 priredimo $tevilo, ki ga imenujemo determinanta in ozna¢imo
anl an2 ann
detA ali D.

Naj bo A kvadratna matrika reda n. Ce preértamo i-to vrstico in j-ti stolpec matrike A,
preostali elementi tvorijo kvadratno matriko reda (n — 1). Determinanto, ki pripada tej matriki,

imenujemo poddeterminanta elementa @, . PomnoZimo jo z (—1)

i+k

in ta produkt imenujmo

kofaktor Aij elementa a,.

Al

ay Ay a,

_ i+k
ik (_l) ail aik in
a,, a,, - a,

Lastnosti determinant:

1)
2)
3)

4)

5)

6)

Determinanta ne spremeni svoje vrednosti, ¢e zamenjamo vrstice s stolpci, in obratno.
Zamenjava dveh vrstic med seboj spremeni determinanti predznak.

Determinanto mnoZimo z nekim faktorjem tako, da z njim pomnoZimo elemente poljubne
vrstice. Obratno operacijo imenujemo izpostavljanje.

Determinanta ima vrednost nic, Ce:

ima vse elemente neke vrstice enake nic,

sta v njej dve poljubni vrstici enaki ali sorazmerni ali je katera vrstica linearna
kombinacija nekih drugih vrstic.

Vrednost determinante se ne spremeni, ¢e veckratnike elementov poljubne vrstice
pristejemo k pripadajo¢im elementom katere druge vrstice.

Determinanti istega reda lahko seStejemo, ¢e se ujemata v n-1 vrsticah. n-ta vrstica vsote
pa je enaka vsoti elementov sumandov.

Racunanje determinant:

Determinanta 2. reda:

Vrednost izraCunamo po obrazcu:

a, a
_ %1 12|

D= =dy Ay — Ay Ay .
ay dp

®Primer 2:

Izracunajmo vrednost determinante:
2 -1
4 8
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‘2 s
D=

=2-8—(-1)-4=16+4=20.
4 8

Determinanta 3. reda:

Vrednost determinante 3. reda poisS¢emo s pomoc¢jo Sarrusovega pravila.
K determinanti pripiSemo prva dva stolpca in nato njeno vrednost D izraCunamo po
naslednjem obrazcu:

a4 43)4y 4y
Ay Ay Ay|dy dy

ay  ds  Gy3)d3 dy

D= a,jaypay; +ay,a,a5 +a3a,,0;5, —(a;30y,a5 + ay,a505, +a,,a,,a53)
V zgornji shemi pre€rtamo elemente na glavnih diagonalah in elemente na stranskih

diagonalah. Nato od vsote produktov elementov na glavnih diagonalah odstejemo vsoto
produktov elementov na stranskih diagonalah.

®Primer 3:

Po Sarrusovem pravilu izraCunajmo vrednost determinante:
2 3 -1

D=4 1 2.
1 2 3

K determinanti pripiSemo prva dva stolpca in dobimo:

2 3 -123

4 1 2|41

1 2 312

D=6+6-8—(—1+8+36)=-39.

Skalarni produkt elementov neke vrstice ali stolpca s pripadajocimi koeficienti imenujemo
razvoj determinante po elementih neke vrstice ali stolpca.

Determinanta reda n:

Determinanta, ki pripada kvadratni matriki reda n, je enaka skalarnemu produktu neke vrstice
ali stolpca v matriki z vrsto pripadajocih faktorjev.
Razvoj po i-ti vrstici:
det A = a;jA;; +apAp+ ...+ ainAin=Zaik A4,
k=1
Razvoj po j-tem stolpcu:
det A= alelj + aszzj + ...+ anjAanZaijkj
k=1

Kot primer pokaZimo razvoj determinante po prvi vrstici.
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ay  dp 4 g 4 4 4 4 4
_ 1|32 Ay 12|31 Ap3 143|421 Qx|
D=la, a, ay/=a, (-1) +a,-(-1) +a;-(-1) =
asz, Az Qs Ay as;;  ds
as;; Gz ds

In nadaljujemo z razvojem tako, da izraCunamo vrednosti sumandov, kar pa ze znamo.
®Primer 1:

Doloc¢imo vrednost naslednje determinante z razvojem.

37 13 66
D=120 7 37
95 31 160

Uporabimo lastnost 5: determinanta matrike A je enaka determinanti matrike A’, ki jo iz
matrike A dobimo tako, da h kateri vrstici matrike A priStejemo kakSno drugo njeno vrstico
pomnozeno s poljubnim Stevilom, ali ¢e h kakSnemu stolpcu matrike A pristejemo kakSen
drug njen stolpec, pomnozen s poljubnim Stevilom.

Lastnost determinante se ohranja, ¢e elemente drugega stolpca pomnozimo z —3 in to vrednost
priStejemo k prvemu stolpcu. Nato Se elemente drugega stolpca pomnoZimo z —5 in to
pristejemo k tretjemu stolpcu. Dobimo:

-2 13 1
D=|-1 7 2
2 31 5

Se enkrat uporabimo lastnost 5 in pristejmo 7-kratnik prvega stolpca k drugemu in 2-kratnik
prvega stolpca k tretjemu. Dobimo:

-2 -1 -3
D=(-1 0 O
2 45 9
Sedaj razvijemo determinanto po elementih druge vrstice:
-2 -1 -3
D=|-1 0 0= (—1)(—1)2“_1 _3‘=126.
2 45 9 w9
©Primer 2:

IzraCunaj determinanto matrike A.

4
6
1
2

1 3
-3 2
0 4
5 0

-2
7
3
1

Izracunajmo det A z razvojem po tretji vrstici. Matriki A priredimo matriko A’, ki ima v tretji
vrstici vse elemente razen prvega enake 0.

Prvi stolpec matrike A najprej mnozimo z —4 in pristejemo k tretjemu. Nato jo mnozimo $e z
-3 in jo priStejemo k Cetrtemu.

65



Uporabna matematika v logistiki

4 1 13 -14
e -3 -2 -11
A:
1 0 0 0
2 5 -8 =5
I -13 -14
Torejjedet A=det A =1-(-1)'"7|-3 =22 —11 =detA"”
5 -8 -5

Vrednost dobljene determinante lahko izracunamo po Sarrusovem pravilu ali z razvojem po
prvem stolpcu.

Dobimo: det A =-944

Zaradi preglednejSega zapisa bomo izpuscali zapisovanje matrik in pisali samo determinante.

4 1 3 -2 |4 1 -13 -14
1 -13 -14
6 -3 2 7| 16 -3 -22 -11 .
det A= = =1-(=D)"|-3 -22 -11
1 4 31 o o o0
5 -8 -5
2 0 1| 2 5 -8 -5 =
1 —-13 -14
61 —53
=0 —61 -53=1-(-1) =944
57 65
0 57 65

Matri¢ne enacbe
Veliko problemov, na katere naletimo, lahko reSimo s pomocjo matricne enacbe.
®Primer:

Resimo matri¢no enacbo:
AX+B=2C,ceje

<ly g el ooy

Uredimo enacbo. Na desni strani enacbe naj bodo znani Cleni, na levi pa neznani ¢leni enacbe.
AX=2C-B

.- . |
Doloc¢imo najprej A™.

3 7\ x, x, B 1 0
2 5|x, x,| |01
Dobimo S§tiri enacbe:
3x11+ 7x21=1

2X11+t5%21=0
Torej je X11 = 51n X21 = -2

3X12 + 7X22 =0

2X12+ 5x2n =1
Torej je xjp =—7 in X2 =3
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Al 5 =7
-2 3

v .- -1
Enacbo z leve pomnozimo z A™.

ATAX =A"(2C-B)
X=A"(2C-B)

5 =7(5] |-3
X = =
-2 34 2
4.3 SISTEMI LINEARNIH ENACB

Sistem m linearnih enacb z n neznankami ima obliko:

a, x, +a,x, +..+a,x, =b,

Ay X, +a5X, +...+a, x, =b,

a, x, +a,,x,+..+a,x =b,

Pritemso g, eR (1=1,2,3,... ,minj=1,2, ..., n) koeficienti sistema, b, eR (1= 1, 2,

3, ..., m) desne strani enacb in x; (j=1, 2, ..., n) neznanke.

Sistem lahko zapiSemo v matri¢ni obliki na naslednji nacin: AX = B.

Kjer so:
apy  ap a, b, X
a a a X
21 22 2 2 2
A= ! B= X =
aml am2 amn bm xn

A - matrika koeficientov,
B - vektor desnih strani enacb,
X - vektor neznank.

ZapiSimo Se razSirjeno matriko koeficientov:

a,, a, .. a,b
a a .. a, b
21 22 2 2
[4/B]= "
aml amZ amn bm

Sistem je homogen, ¢e so vsi b, =0, drugace je sistem nehomogen.
Resitev sistema je vsaka n-terica vrednosti za x,x,..x,, ki zado§¢a vsem enaCbam tega
sistema.
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Sistem, ki ima vsaj eno resitev, je reSljiv. Sistem, ki nima nobene reSitve, je neresljiv
(protisloven). Resljiv sistem je dolocen, ¢e ima samo eno resitev, in nedolocen, ¢e ima ve¢ kot
eno resitev. ReSiti sistem pomeni poiskati vse reSitve sistema.

Dva sistema sta ekvivalentna, ¢e imata iste resSitve. Torej, Ce je vsaka reSitev prvega sistema
hkrati tudi reSitev drugega sistema.

Ce zelimo ugotoviti, koliko reSitev ima dani sistem linearnih enacb, in ¢e ga Zelimo reSiti, mu
priredimo ekvivalenten, preprostejsi sistem.

Katere transformacije privedejo dani sistem enacb v ekvivalentni sistem?

1. Zamenjava vrstnega reda enacb.

2. Mnozenje poljubne enacbe sistema z od ni¢ razli¢nim Stevilom.

3. Pristevanje k neki enacbi sistema neko drugo enacbo tega sistema, pomnoZzeno s
poljubnim Stevilom.

&Primer 1:

Resimo sistem enacb

2x, +3x, =13

Sx,—x, =7

Ce drugo enaébo pomnozimo s 3 in jo pristejemo k prvi, dobimo prvotnemu sistemu
ekvivalenten sistem enacb:

17x, =34

Sx,—x, =17

1z prve enacbe dobimo eno samo vrednost za x, = 2, iz druge pa eno samo vrednost za x, = 3.

Dani sistem ima natanko eno resSitev.
Grafi¢no predstavlja reSitev sistema  preseciSce premic z enacbama
2x,+3x, =13 in 5x,—-x,=7.

&Primer 2:

Resimo Se sistem:

2x, = 3x, =7

—4x, +6x, =-14

Ce prvo enatbo pomnozimo s 3 in jo pristejemo k drugi, da bi eliminirali x,, dobimo
identiteti 0 = 0, torej je druga enacba produkt prve enacbe s Stevilom —2. Vsaka resitev prve

enaCbe je hkrati reSitev druge, in obratno. Zato smemo eno izmed enacb izpustiti. Ker pa
lahko iz ene enacCbe enoli¢no izraunamo vrednost ene same neznanke, ima dani sistem

< o ~ . . . ) 1
neskon¢no mnogo resitev. Ce za x, izberemo poljubno realno Stevilo a, je x;, =E(7 +3a).

Vsakemu sistemu linearnih enacb lahko priredimo razSirjeno matriko koeficientov, v kateri
vsaka vrstica pomeni eno enacbo sistema. RacCunske operacije (transformacije), ki bi jih
izvajali nad sistemom, lahko izvajamo nad razSirjeno matriko sistema. Te racunske operacije
so:

- zamenjava vrstic,

- mnoZenje vrstic z od ni¢ razli¢nim Stevilom,

- seStevanje vrstic, ki jih lahko pred sestevanjem pomnozimo s poljubnim Stevilom,
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- zamenjamo lahko tudi stolpce v matriki koeficientov, vendar moramo upoStevati, da
smo s tem zamenjali vrstni red neznank. Ne smemo pa mnoziti ali seStevati stolpcev.

ReSljivost sistemov linearnih enacb

Kako vemo, ali je v sistemu kaka enacba odvec? Pomnozimo prvo enacbo tega sistema s
Stevilom £, drugos k, ..., m-to s k,, in te produkte seStejemo.

(kiay; + koazy + kaazy + ...+ Kmami)x; +

(kiaip + koazn + ksaz + ... + kmamo)xa +

(kjajn + koasy + kzazy + ... + kyamn)xn =

kib; + koby + ksbs + ... + kubn

Izraz v i-tem oklepaju imenujmo s;, desno stran pa s, dobimo linearno kombinacijo enacb
sistema:

$,X, +8,X, +...+8,X, =S8,

kjer je

s, =ka, +..+k,a,

s, =k,a, +..+k,a,,

in
s=kb, +k,b, +...+k, b,

Enacbo s =k b, +k,b, +...+ k, b, imenujemo linearna kombinacija enacb sistema.

m-—m

Definicija:
Ce je v danem sistemu enacb katera od enach linearna kombinacija ostalih, reCemo, da
je sistem enacb linearno odvisen.

Sistem enacb je linearno odvisen natanko takrat, kadar obstajajo taka Stevila
k,yk,...,k, , ki niso vsa enaka 0, da sta v zgornji linearni kombinaciji izpolnjena
naslednja pogoja:

5;=0 (j=12,...,n)

s=0.
V sistemu smemo izpustiti enacbo, ki je linearna kombinacija ostalih enacb tega sistema.

Sistem, ki ga pri tem izpustimo, je ekvivalenten prvotnemu.

Ce je prva enacba v sistemu linearna kombinacija ostalih enacb, jo lahko izpustimo, &e je v
tako dobljenem sistemu zopet katera enacba linearna kombinacija ostalih, jo spet izpustimo.
Tako nadaljujemo, dokler ne pridemo do linearno neodvisnega sistema. Maksimalno Stevilo
linearno neodvisnih enacb sistema imenujemo rang sistema.

Sistem linearnih enacb je neresljiv natanko takrat, kadar obstaja linearna kombinacija enacb
tega sistema, v kateri je:
§;=0, j=1,2,...,n ins#0.
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Iz tega vidimo, da je sistem resljiv natanko takrat, kadar ni mogocCe z enacbami tega sistema
tvoriti linearne kombinacije, za katero bi veljalo: 5,=0,j=1,2, ... ,nins#0.

Koliko resitev ima sistem n linearnih enacb z n neznankami, ce je resljiv?

Naj bo stevilo linearno neodvisnih enacb enako r.
Ce je r = n, ima sistem natanko eno reSitev, saj lahko z vsako enacbo enoli€no dolo¢imo
vrednost ene neznanke.

Cejer < n, e je Stevilo linearno neodvisnih enacb manjse od $tevila neznank, resitev sistema
ni enoliCna. Ker so z r enacbami enoli¢no doloc¢ene vrednosti samo r neznank, lahko n-r
neznankam izberemo poljubne vrednosti. Neznanke, ki jim izberemo poljubne vrednosti, so
nebazne neznanke, neznanke, ki so z nebaznimi enoli¢no dolocene, pa bazne. Ce nebaznim
neznankam izberemo poljubne vrednosti in z njimi izraCunamo vrednosti baznih neznank,
dobimo posebno resitev sistema. Teh je neskonno mnogo. Ce imajo vse nebazne neznanke
vrednosti 0, dobimo bazno resitev sistema. Ce bazne neznanke izrazimo z nebaznimi in
namesto nebaznih neznank postavimo parametre, ki imajo lahko poljubne realne vrednosti,
dobimo splo$no reSitev sistema. Ta je n — r parametri¢na.

Za bazne neznanke lahko izberemo le tiste, pri katerih ima sistem r enacb z r neznakami, ki ga
dobimo, ¢e opustimo odvecne enacbe in vstavimo za vrednosti nebaznih neznank poljubna
realna Stevila, natanko eno resitev.

&Primer:

Ugotovimo, koliko reSitev ima dani sistem enacb in ga reSimo.
1) xi—x2+2x3=5
2) 2X1+ 2Xp—4x3=-2
3) 4x1—2x,+4x3=14

Tretjo enacbo lahko dobimo tako, da prvo enac¢bo mnozimo s 3 in temu priStejemo drugo
enacbo pomnozeno s 0,5. Torej lahko tretjo enacbo zapiSemo, kot linearno kombinacijo prvih
dveh.
Zato jo izpustimo in dobimo neodvisni sistem dveh linearnih enacb s tremi neznankami.
1) Ce izberemo x; in X, za bazni neznanki in za x; poljubno realno vrednost a, dobimo
enoli¢no resljiv sistem dveh enacb z dvema neznankama.

X|—Xpt+t2a=15

2x1+2x,—4a=-2

1z tega pa sploSno resitev sistema: x; = -3 + 2a, Xo = 2, X3 = a; kjer je a poljubno realno
Stevilo.

2) Ce sta bazni neznanki X; in X3, in ¢e za X; izberemo poljubno vrednost b, dobimo:

Xi—b+4+2x3=5
2X1+2b—4X3=—2

Dobimo iz tega sploSno reSitev sistema: x; =2 X, = b x3 = %+%b; kjer je b poljubno

realno Stevilo.

3) Ce bi za bazni neznanki izbrali x, in X3, za x; pa poljubno vrednost ¢, bi dobili:
X +2x3=5-¢
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2X2— 4X3 =-2-2¢
- Ce c#2,je enacba protislovna in je sistem neresljiv,
- Cejec=2,jeenaod enacb odve¢ in nam ostane ena enacba z dvema
neznankama: X, X3.
Za eno od njiju si izberemo poljubno vrednost in dobimo eno od zgornjih resitev.
Ugotovili smo, da si za bazni neznanki lahko izberemo X, in x; ali X; in X3.
POSEBNO resitev sistema dobimo, ¢e za Stevilo a izberemo vrednost 1 (a=1):
X1 :2, X2:—1,X3 =1.
BAZNO resitev dobimo, ¢e za a vstavimo Stevilo nic. (a = 0):
X1 :2, X2:—3,X3 =0.

4.3.1 Gaussova metoda

Osnovna ideja Gaussove metode je prevesti sistem enacb s transformacijami na ekvivalenten
sistem enacb, i1z katerega bomo dovolj enostavno dobili resitev sistema.
Pomagamo si z razSirjeno matriko.

Na raz$irjeni matriki koeficientov izvajamo transformacije tako dolgo, da matriki [A/ B]

priredimo ekvivalentno matriko [C/D].

o G Gz Gy idl_
0 ¢y €y v €y, idz
0 0 ¢y ... ¢, | d;
|
0 0 O Cow 1 d,,
0 0 0 010
0 0 0 .. 0!0]
®Primer 1:
Resimo sistem enacb:
X +2x, —x;+x, =3
2x, +5x, +3x; —x, =9
—-X, +x, +2x, +2x, =4
—2x, —x, +x; —2x, =4
ZapiSimo razsirjeno matriko:
1 2 -1 13 1 2 -1 1,3
2 5 3 —li 9 01 5 —3i3
[A/B]= | ~ | ~
-1 1 2 214 03 1 3.7
2 -1 1 -21-4| [0 3 -1 012
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12 -1 1) b2 ot s
01 5 -3,3 (01 5 =313
~ ~ | —
“lo 0o 14 121-2|7]0 0 -14 12 ! -2 =[c/D]
! 331 33
00 —-16 9 1-7/ (00 0 ——1-—
| i 70 7]

Prvotnemu sistemu ekvivalenten sistem linearno neodvisnih enacb je:

X, +2x,—x;+x, =3
X, +5x;-3x, =3
—14x; +12x, =2
B, B

707
Iz zadnje enatbe dobimo x,= 1. Ce postavimo x,= 1 v predzadnjo ena¢bo, dobimo x, = 1.

Nato to uporabimo v drugi enacbi in dolo¢imo x,= 1 in iz prve Se x,= 1. Dobili smo reSitev

nasSega sistema: x, = x, = x; = x, = 1.
©Primer 2:

ResSimo sistem:

X, —X, +2x;,=5

2x, +2x, —4x, =2
4x, —2x, +4x, =14

1 -1 2 571 -1 2 5 I -1 2 5
[4/B]=|2 2 -4 -2|=|0 4 -8 —12|=[0 1 -2 -3
4 -2 4 14|10 2 -4 -6] |0 0 0 O

Sistemu ekvivalentni sistem linearno neodvisnih enacb je:

X, —x, +2x; =5

X, =2x,=-3

Splosna resitev je enoparametriéna. Ce za nebazno neznanko izberemo x3 in njeno vrednost
oznacimo z a, dobimo iz druge enacbe x,=2a — 3 in iz prve x; =5 — 2a + 2a — 3 = 2. Splosna
resitev je torej:

X1 =2,Xp=2a—3 in x3= a, kjer je a poljubno realno Stevilo.

Ce matriki [A / B] sistema n linearno neodvisnih linearnih enacb z n neznankami priredimo s
transformacijami ekvivalentno matriko oblike:

1 0 ... 0: ¢
0 1 .. 0e
00 .. 0 ¢f,
0 0 .. 1 e

smo vsako neznanko eliminirali iz vseh enacb, razen iz ene, in reSitev sistema je:
X1=€1,X2=¢€2,X3=€3, ... , Xn= Cn.
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&Primer 3:

Resimo na opisani nac¢in naslednji sistem:
2x, +4x, +2x, =1000

x, +3x, =600
3x, +2x, + x, =800

2 4 2110001 [1 3 0! 600 10 31307 [1 0 0]150

| | | |
[4/B]=|1 3 0! 600 |=[0 —2 2! -200|~[0 1 -1} 100 [=[0 1 0150
32 11800] [0 =7 11-1000] [0 0 —61-300] |0 0 1!50

Dani sistem ima natanko eno resitev x; = 150, X, = 150 in x5 = 50.

4.3.2 Cramerjevo pravilo

S pomocjo Cramerjevega pravila bomo poiskali reSitev sistema n linearnih enacb z n
neznankami.

Imejmo sistem n linearnih enacb z n neznankami

a,x, +a,x, +..+a,x, =b
ay X, +ayx, +..+a,x,,=b,

a; 4y a,
D= a, A4y a,
anl an2 ann

_ Dl D2 Dn
xl -, 2T T LXXEX) ‘xn -
D D D
Kjer je
b, ay a, a, b a, a;; ap b,
b, a, a,, D, = a, b, a,, D.— a, dy b,
s 2= 5 5 n—
D1 — bn an2 ann anl bn ann anl an2 bn

Sistem je homogen, ¢e so vsi by = 0 in tudi vse Dy = 0. Nehomogen je sistem takrat, ko je
vsaj en by #0. Vsak homogen sistem ima reSitev. Nehomogen sistem pa nima reSitve, Ce je
D =0 in je katera od Dy # 0.
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&Primer :

Podjetje Logist prevaza blago med skladiS¢i na progah A, B in C. Prvi prevoznik je opravil
eno voznjo na progi A, dve na progi B, tri na progi C in zasluzil 11 DE. Drugi prevoznik je
opravil dve vozZnji na progi A, eno na progi B, eno na progi C in zasluzil 8 DE. Tretji
prevoznik je opravil eno voznjo na progi A, tri na progi B, Stiri na progi C in zasluzil 15 DE.
Koliko stane prevoz na progah A, B in C?

Najprej si besedilno nalogo preoblikujemo v sistem treh enacb s tremi neznankami:
x+2y+3z=11

2x+y+z=8

x+3y+4z=15

Najprej moramo ugotoviti, ¢e je mogoce vrednost determinante enaka nic.
1 2 3

D=2 1 1=2
1 3 4

Torej je na$ sistem enoli¢no resljiv (saj D # 0).
IzraCunajmo determinante posameznih spremenljivk:

11 2 3 1 11 3 1 2 11
D=8 1 1/ =4, Dy=12 8 1/=4, D,=2 1 8|=2
15 3 4 1 15 4 1 3 15
D
x=—2=2, y:—y:3, z=—2%=1
D D

Odgovor: Prevoz na progi A stane dve DE, na progi B tri DE in na progi C eno DE.

Povzetek:
V tem poglavju ste se naucili raCunati z matrikami; reSiti znate tudi preproste matricne
enacbe. Izracunati znate determinante 2., 3., ...,n-tega reda. S pomocjo Gaussove metode in

Cramarjevega pravila znate poiskati resitev sistema linearnih enacb.
(Se nekaj nalog za utrjevanje:

-1 7 0 2 5 1
1. PodanistamatrikiA=|1 2 3|inB=|-2 —1 0] Izracunajte—A ,B—A, A"
4 0 1 0 0 3
BinB".
1 =7 0
2. lzraCunajte vrednost determinante D= {1 —2 3| po Sarrusovem pravilu.
0 2 1
1 =7 0
3. IzraCunajte vrednost determinante D = |1 —2 3|z razvojem.
0 2 1

4. Resite sistem enacb: 2x +y—z=-1,x -3y +2z=-6,-3x +y=6.
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5 VEKTORJI

CILJI:

Ob koncu tega poglavja boste:
- usvojili definicijo vektorja,
- grafi¢no in racunsko sestevali in odStevali vektorja,
- uporabljali lastnost vsote in produkta vektorja s skalarjem pri poenostavljanju
1Zrazov,
- 1izraCunali dolZino vektorja in kot med vektorjema,
- ugotovili, ali sta vektorja pravokotna (vzporedna),
- uporabljali pojma kolinearnost in komplanarnost,
- izracunali skalarni in vektorski produkt vektorjev.

Vektor je koligina, s katero lahko opiSemo smer in velikost hkrati. Ce nekomu poveste, kako
dalec je do vaSega doma, ne poveste pa mu smeri, v kateri se mora gibati, vas bo tezko nasel.
V tem poglavju boste spoznali, kaj so vektorji in kakSne lastnosti imajo.

5.1 DEFINICIJA VEKTORJA

Koli¢ina, s katero lahko opiSemo smer in velikost (razdaljo, dolzino) hkrati, se imenuje
vektor.

Vektor je kolicina, ki je dolocena s smerjo, z usmerjenostjo in velikostjo (dolzino).

Vektorje ponazarjamo (riSemo) z usmerjenimi daljicami.

Zapisujemo jih z malo ¢rko, nad katero je polpuscCica [&, b,c, .. ), ali pa z dvema velikima

¢rkama, od katerih je prva zacetna, druga pa konc¢na tocka vektorja (AB, MN, ... }

B

A
Slika 50: Vektor

Vir: Lasten
Enakost vektorjev:
Vektorja sta enaka, ko sta vzporedna, enako dolga in kazeta v isto smer.

Vektor lahko vzporedno premikamo po prostoru, a se njegove lastnosti ne spremenijo.

DolZina ali absolutna vrednost vektorja AB je dolzina daljice AB. Oznac¢imo jo takole: |E|
Torej je [AB| = |AB| = d(A, B).

Enotski vektor € ali normiran vektor je vektor z dolzino 1.

Nicelni vektor je vektor z dolzino 0 (zacetna in kon¢na tocka sovpadata): 0ali 0
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Ce sta to¢ki A in B razli¢ni, predstavljata usmerjeni daljici AB in BA dva razli¢na vektorja.
Pravimo, da sta vektorja AB in BA nasprotna vektorja, kar ozna¢imo:

AB=-FA

5.2 SESTEVANJE IN ODSTEVANJE VEKTORJEV. MNOZENJE VEKTORJA S
SKALARJEM

a) Vsota vektorjev

Vektorje seStevamo graficno tako, da zaCetno tocko naslednjega vektorja, postavimo v kon¢no
toCko prejSnjega vektorja (uporabimo trikotniSko ali paralelogramsko pravilo). Vsota
vektorjev je vektor, ki poteka od zaCetne tocke prvega do kon¢ne tocke zadnjega vektorja.

Pri trikotniSkem nacinu seStevanja postavimo vektorja drugega za drugim. Njuna vsota poteka
od zacetne toCke prvega do koncne tocke drugega in predstavlja tretjo stranico nastalega
trikotnika.

Slika 51: Vsota vektorjev
Vir: Lasten

Ce sestevamo vektorja po paralelogramskem pravilu, ju postavimo tako, da imata skupno
zacetno tocko, nato pa sliko dopolnimo do paralelograma, pri ¢emer vektorja dolocata dve
njegovi stranici. Vsota je vektor, ki se zacne v isti tocki, kot dana vektorja, lezi pa na
diagonali paralelograma.

Lastnosti seStevanja vektorjev:

b) Razlika vektorjev

Vektor odstejemo tako, da pristejemo njegov nasprotni vektor: a — b= a+ [— E}
Razliko vektorjev a — b lahko pois¢emo tudi tako, da vektorja a in b postavimo v lego s

skupno zagetno tocko. Razlika vektorjev je vektor, ki povezuje konéni tocki vektorjev a in b
in je usmerjen proti prvemu ¢lenu odStevanja, se pravi, proti vektorju a. Iskani vektor razlike

76



Uporabna matematika v logistiki

najdemo tudi na eni diagonali paralelograma iz paralelogramskega pravila, medtem ko na
drugi, kot ze vemo, lezi vektor a + b.

a

Slika 52: Razlika vektorjev
Vir: Lasten

¢) Produkt vektorja s skalarjem

Rezultat mnoZenja vektorja a s skalarjem k je vektor ka, ki je vektorju a vzporeden in enako
usmerjen, &e je k > 0 in nasprotno usmerjen, ¢e je k < 0. Ce je k| > I, se dolzina vektorja
poveca, ¢e je k| < 1, se dolzina vektorja zmanjsa, ¢e je k| = 1, se dolzina vektorja po
mnoZzZenju ne spremeni.

3a

(22
<G>
Slika 53: Mnozenje vektorja s skalarjem
Vir: Lasten

Lastnosti mnozenja vektorja s skalarjem:
asociativnost v skalarnem faktorju: k(la) = I(ka) = (kl)a

distributivnost v vektorskem faktorju: k[& + E} =ka+ kb
distributivnost v skalarnem faktorju: (k + l)a = ka + la
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5.3 LINEARNA KOMBINACIJA VEKTORJEV

Linearna kombinacija vektorjev ay, az, @, ..., a, je izraz oblike
oy + by + kyy + ot Ky,

kjer so k4, k4, ..., k, realna Stevila (skalarji), » pa je naravno Stevilo.

Vektorji so linearno odvisni,ce lahko enega izrazimo z linearno kombinacijo vseh ostalih.

Sledi: Dva vektorja sta linearno odvisna takrat, ko sta vzporedna (sta kolinearna).

Ce lahko enega od vektorjev izrazimo z drugima dvema, vektorji zagotovo leZijo v isti ravnini
(so komplanarni).

Sledi: Trije vektorji so linearno odvisni takrat, ko lezijo v isti ravnini (so komplanarni).

Baza vektorskega prostora je taka linearno neodvisna mnozica vektorjev, s katerimi lahko
izrazimo vse vektorje tega prostora, na en sam nacin.

Stevilo vektorjev v bazi je doloéeno z najvedjim moznim $tevilom neodvisnih vektorjev, se
pravi:

- na premici zadosca en sam vektor,

- naravnini potrebujemo dva, ki nista vzporedna,

- v prostoru pa tri, ki ne lezijo v isti ravnini.

Ortogonalno bazo tvorijo vektorji, ki so drug na drugega pravokotni (ortogonalni).
Normirano bazo tvorijo vektorji, ki so normirani oz. enotski.

Ortonormirano bazo tvorijo vektorji, ki so drug na drugega pravokotni in merijo po eno
enoto.

Ce si bomo ortonormirano bazo izbrali na oseh koordinatnega sistema, bomo ortonormirane

krajevne vektorje na oseh x, y in z po vrsti ozna¢ili z 1, J in s k. Teh imen za druge, splosne
vektorje, obi¢ajno ne uporabljamo.

®Primer:
Dolocite skalarja m in n tako, da bo

ma + 3mb =na — a — b, e veste, da sta @ in b bazna vektorja.

Resitev: )

Ker sta @ in b bazna vektorja, sta zagotovo linearno neodvisna. Izraz preoblikujmo v njuno
linearno kombinacijo: (m—n+ 1)a + (E'm + ;}E =0.

Zaradi linearne neodvisnosti morata biti oba i;raza v oklepajih enaka 0. S tem dobimo
preprost sistem dveh linearnih enacb z dvema neznankama, se pravi:

m—n+1=0in3m + TE— 0.

v . v . v . . . 1.
Ko ga reSimo po zamenjalnem nacinu ali na¢inu nasprotnih koeficientov, dobimo m = —-in

6
n = -
7
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5.4 SKALARNI PRODUKT

Ce med sabo pomnozimo dva vektorja, dobimo realno §tevilo (skalar), zato operacijo
imenujemo skalarni produkt.

Za pokazatelja medsebojne lege vektorjev bomo namesto velikosti kota upoStevali kosinus
kota med vektorjema, in zato vpeljemo novo operacijo med vektorji, t. i. skalarni produkt, na
naslednji nacin:

Skalarni produkt vektorjev @ in b je Stevilo, ki ga izraCunamo takole:
a-b=|al- |b| - casg
(pomnozimo dolzini obeh vektorjev s kosinusom kota med vektorjema).

Skalarni produkt je enak O le, ¢e sta vektorja pravokotna ali pa je vsaj eden od njiju nicelni
vektor.

Sledi:
. o )
Kot med vektorjema izraCunamo s formulo: cosg = B
al.
Dolzino vektorja izra¢unamo takole: la| = va - a

Formulo za skalarni produkt lahko prepisemo Se v drugo obliko:
a-b=|al- |i}| - cosp = |al -projzb

2

kjer je pro J‘EE projekcija vektorja ¥ na vektor a.

Lastnosti skalarnega produkta:

komutativnost: a-b=b-a

distributivnost: a-(b+c)=a-b+a-c
homogenost: (ka)- b= k(a- E} = a- [kg)
©Primer 1:

b| = 1 in kot med vektorjema pa meri 45°.
Pri reSevanju te naloge se spomnimo na obrazec za dolZino vektorja, ki pravi, da je

Izradunajte dolzino vektorja @ — b, &e je lal = 2,

lal = va - @, pa tudi brez distributivnosti in definicije skalarnega produkta ne bo §lo.

-
=

— [ - — | r— —— — I_ . - -
|&:— b|= J[&— b}[&— b)=w“a-a—2a-b+ b-b= N|||a|2—2|m|-|b|-cos¢:+|b

Po vstavljanju podatkov sledi izracun:
| = | |

!

G- B|= [4-2-2-1- 2+ 1= [4-2VZ+ 1= [5-2V2
\ 2 ) y

79



Uporabna matematika v logistiki

&Primer 2:

Izradunaj $e kot med vektorjema a in & — E, ¢e gre za vektorja iz prejSnje naloge.
‘B
.|5'

By

Nalogo bomo ugnali z obrazcem za kosinus kota med vektorjema, ki je cosg =

R

I
V tej nalogi igra vlogo vektorja b vektor @ — b. Tako je:

E-[E— E_'.'.:| _ lal®- EE_'.'. _ &=y

= ¢ =2868°

cosQ =

= = = — ¥ — ¥
lalla-8] 25—z 24s-

5.5 PRAVOKOTNOST IN VZPOREDNOST

Nenicelna vektorja sta pravokotna natanko tedaj, ko je njun skalarni produkt enak 0.

Vektorja sta vzporedna natanko tedaj, ko lahko enega izrazimo z drugim.

5.6 VEKTORJI IN PRAVOKOTNI KOORDINATNI SISTEM V RAVNINI

Vektorje bi radi predstavili s Stevili, iz katerith bi bile razvidne vse tri lastnosti vektorjev:
smer, usmerjenost in dolzina.

V pravokotnem koordinatnem sistemu v ravnini bomo dolocili krajevni vektor in ga izrazili v
ortonormirani bazi. Tako bomo dobili dve Stevili, ki bosta vektor tocno dolo¢ali in ju bomo
imenovali komponenti vektorja.

Poudarimo, da je krajevni vektor 7y tocke T le tisti vektor, ki vodi do tocke T, zaéne pa se v
koordinatnem izhodiScu.
Sledi:
Ce sta x1,y; koordinati totke T, potem se krajevni vektor tocke T v ortonormirani bazi
ravnine izrazi kot

r= xXp-1+ ¥r-J.
Enakovredni zapis vektorja je tudi zapis v obliki urejenega para:

rr = (xr,y7).

Sestevanje in odstevanje vektorjev: a@ +b = (aj.a,) + (b, b,) = (a; + by a, + b,).

Mnozenje vektorja s skalarjem: k-a=k-(a,a,) = (kay, ka,)
Skalarni produkt: a-b= (a,,a,)-(by,b,) = a,-b; + a,-b,
Primer:

Dana sta vektorja: a = (2,—3),b= (=1,-7)

bh—a= (—3-4)

—3a+ 2b= (—8,-5)

a-b=19

DolZina vektorja: lal = Va-a = \/a? +a}
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Vektor AEB izrazimo s krajevnima vektorjema na naslednji nacin: AB = 15 — 1, .

o . . L = 1.- =
Krajevni vektor razpoloviSca S daljice AB izraCunamo kot: e = —(r, +15)

L Vv . . L = 1,2 = , =
Krajevni vektor tezis€a T trikotnika ABC izraCunamo kot: =g (ry +15 +1)

5.7 VEKTORJI IN PRAVOKOTNI KOORDINATNI SISTEM V PROSTORU

V pravokotnem koordinatnem sistemu v prostoru bomo dolo¢ili krajevni vektor in ga izrazili
v ortonormirani bazi. Tako bomo dobili tri Stevila, ki bodo vektor to¢no doloc¢ali in jih bomo
imenovali komponente vektorja.

Poudarimo, da je krajevni vektor 77 totke T le tisti vektor, ki vodi do toc¢ke T, za¢ne pa se v
koordinatnem izhodiscu.

Sledi:

Ce so x, vr.zy komponente toCke T, potem se krajevni vektor tocke T v ortonormirani bazi
ravnine izrazi kot

Fr= xp- 14 vr-J4 2,k
Enakovredni zapis vektorja je tudi zapis v obliki urejenega para:
Tr = (X7, Y7 27).

X

321?.
Slika 54: Pravokotni koordinatni sistem v prostoru
Vir: Lasten

Sestevanje in odStevanje vektorjev:
a +b= [a‘j_r g, ﬂfaj T ('bj_r bg; b‘aj = ("—'11 i bj_.- g T b‘g; g + baj-

MnozZenje vektorja s skalarjem: k-a=k-(a,a,a;) = (kayka, ka;)

Skalarni produkt:

.. . == ! 5 5
DolZina vektorja: lal = va-a= yai +ai+ a}

&Primer 1:
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Najboa = (—1,4,—5) in b= (2,—1,—4). Izraunajte: 2a — 3b, 24 - bin dolZino vektorja
a.

Resitve so po vrsti naslednje:
24— 3b= (-8,11,2)
2a-b= 28

lal = 42

&Primer 2:

Dana sta vektorja a = (— 2,4,6) in b= ( x,2, 12). Dolocite neznano komponento x tako, da
bosta vektorja

a) pravokotna,
b)vzporedna,

c) takSna, da bo b dvakrat daljsi od vektorja a.

Resitve:
a) Ce Zelimo, da bosta vektorja @ in b pravokotna, mora veljati: a - b = 0. Tako je:
—2dr+4-246-12=0
—2r4+80=0
z=40.

b) Dolo¢imo x tako, da bosta vektorja vzporedna, da bo med njima torej veljala zveza
a = kb, kjer je k realno $tevilo, ki ga zelimo poiskati.

(-2, 4, 6)=Fk(z, 2, 12)

(=2, 4, 6)=(kz, 2k, 12k)=

—2=kxr N 4=2k N 6=12k

Ker zadnji dve enacbi nimata iste reSitve (drugo resi k = 2, tretjo pa k = g), tudi celoten

sistem treh enacb nima resitve in tako dana vektorja v nobenem primeru ne moreta biti
vzporedna.

c) V tretjem primeru Zelimo, da bo med dolzinama vektorjev veljala zveza: |E| = 2|al.
IzraCunajmo dolZini obeh vektorjev.

|&| = 4+ 16+ 36 = \."ﬁ, |b| = \,"Ix:+ 44+ 144 = ,u."x:_|_ 148

Enacba, ki jo moramo resiti, je V£24148 =2-VE6. (e obe strani enacbe kvadriramo,
dobimo:

£2+148 = 4-56 oziroma £4=224-148="T6= 5 =476 = +V4.19=42.VI9
Tako smo ugotovili, da obstajata dva mozna vektorja bz dvojno dolzino vektorja a. To
sta: by = (2v/19,2,12)in by, = (—2v19,2,12).

&Primer 3:
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Radunsko ugotovite, ali so vektorji a= (2,—1, 1],5 =(4,-2,-1),c= (-2,1,8)
komplanarni!
Ce so dani trije vektorji komplanarni, ¢e torej lezijo v isti ravnini, so linearno odvisni in se da

vsakega od njih izraziti z ostalima dvema. Poskusimo izraziti vektor a z vektorjema b in c.

I3¢emo skalarja k in /, da bo @ = kb + lz. Ko vstavimo komponentne zapise vektorjev,
dobimo:

2,-1,1)=k(4,-2,-1)+1(-2,1,8)

(2,-1,1) = (4k, 2k, —k) + (=21, 1, 8])

2,-1,1)=4k—-2l,2k+1,—k+ 8])

Dva vektorja sta enaka, ¢e se ujemata v vseh istoleznih komponentah, torej mora veljati:
4k—-21=21in2k+I1=-1in—k+8/=1.

Ko resimo sistem druge in tretje enacbe, dobimo vrednosti k = E inl= i, ki ustrezata tudi
prvi enacbi, kar je nujno preveriti, saj gre za sistem treh enacb z dvema neznankama. Cisto
lahko bi se namre¢ zgodilo, da dobljeni vrednosti k£ in / ne bi ustrezali prvi enacbi, kar bi
pomenilo, da sistem ne bi imel reSitve.

Ugotovili smo, da se vektor a da izraziti s preostalima dvema vektorjema kot g = EE-I— iE ,

kar pomeni, da so linearno odvisni, kar je mozno le, ¢e lezijo v isti ravnini. Dani vektorji so
komplanarni in s tem ne tvorijo baze prostora.

5.8 VEKTORSKI PRODUKT

Vektorski produkt je operacija, ki paru vektorjev a in b pr1red1 tretj1 vektor, ki ga ozna¢imo z

ax b in mu pravimo vektorski produkt vektorjev a in b. Vektor a X b je dolocen s temi
lastnostmi:

— je pravokoten na @ in b,

— njegova dolzina je Stevilsko enaka plos¢ini paralelograma, napetega na a in b (¢e ju
nariSemo tako, da imata skupno izhodisce),

— usmerjen je tako, da je, gledano s konca vektorja a x b, vrtenje po krajsi poti iz a v b
pozitivno.

f

Slika 55: Vektorski produkt
Vir: Lasten

2 %X b =0 natanko tedaj, ko sta a in b kolinearna.

Ce je @ kot med @ in b, je plosc¢ina paralelograma enaka absin «: |r}: X E| = ab sing .
Lastnosti vektorskega produkta:
vektorski produkt ni komutativen: a X b = —b X a
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('mr}:) XE= m[r_x:x E) = ax [mg)
distributivnost glede na vsoto: a X [E + E) —axb+axe

Vektorski produkt v ortonormirani bazi:

oy g g

~|a; @y —=|ay
b, b1 7], bl"l'kbl b,

Povzetek:
V tem poglavju ste se naucili raCunati z vektorji: seStevati in odstevati vektorje, izraCunati
dolzino vektorja in kot med vektorjema, izracunati skalarni in vektorski produkt vektorjev.
Veste, kdaj sta vektorja pravokotna oz. vzporedna.

Se nekaj nalog za utrjevanje:

1. Najbo [al=3,

1

b| =2 in kot med njima 60°. Izradunajte dolZino vektorja 2a + b.

2. Dologite x tako, da bosta vektorja @ = (2, 5, x) in b= (3, 0, 2) pravokotna.

3. Najboa=(2,0,-1)in b= (-3, 1, 4). Izradunajte a + 45,25 - @ in dolzino vektorja
2a.

4. lIzraCunajte (2,0,-1)x (-3, 1, 4).

5. Svoje znanja lahko Se dodatno utrdite s pregledom snovi in nalog na spletnem naslovu:
http://www.e-um.si.
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6 STATISTIKA

CILJI:

Ob koncu tega poglavja boste:

- znali opisati osnovne statisti¢ne pojme,

- poznali faze obdelave podatkov,

- znali podatke prikazati tabelari¢no in grafi¢no (z linijskim in stolpénim
grafikonom, ter frekvencnim kolacem),

- znali izraCunati aritmeti¢no sredino, modus in mediano za grupirane in negrupirane
podatke,

- znali dolo¢iti mere razprSenosti ( variacijski razmik, povpre¢ni absolutni odklon,
varianco in standardni odklon) za grupirane in negrupirane podatke,

- znali dolociti krajevne in ¢asovne indekse ( indekse s stalno osnovo in verizne
indekse),

- znali dolo¢iti trend prostoro¢no in z metodo najmanjsih kvadratov.

6.1 UVOD

Statistika je znanost o kvantitativnih metodah obdelave podatkov. Ukvarja se z zbiranjem,
predstavljanjem, obdelavo in interpretiranjem podatkov. Tem postopkom re¢emo s skupnim
imenom statistiéno raziskovanje. Statistika preucuje mnozZicne pojave (statistika prometnih
nesreC, statistika prevoza potnikov in materialov, statistika Stetja prometa, statistika
ekonomskih pojavov ...). S pomocjo statistiénih obdelav preucujejo nekatere zakonitosti, ki
povezujejo prometne nesrece, da bi jih potem lahko preprecili, preucujejo ekonomske pojave,
da bi zmanjSali tveganja posameznih odlocitev ...

Statistika se je vCasih ukvarjala samo z gospodarstvom in naseljenostjo, torej z drzavniskimi
zadevami, od tod tudi ime statistika. Sedaj pa se je razSirila na vse znanosti, ki se ukvarjajo z
mnozi¢nimi pojavi.

Zakaj pojave sploh statisticno obdelujemo? Ker so pojavi preobsezni, da bi jih lahko
obravnavali v celoti ali pa ker bi bilo predrago zajeti jih v celoti. Zato se moramo zadovoljiti z
delnimi podatki in iz teh sklepati o znacilnostih celotnega pojava. Seveda za te sklepe ne
moremo reci, da so to¢ni, ampak govorimo o dolocenih verjetnostih sprejetih sklepov. Seveda
moramo, da lahko sklepamo o verjetnosti nasih ugotovitev, poznati nekaj osnov
verjetnostnega racuna. Na tem mestu se bomo seznanili z nekaterimi matemati¢nimi
metodami, ki nam bodo pomagale pri sklepih o0 mnozi¢nih pojavih.

6.2 OSNOVNI STATISTICNI POJMI

Populacija je koncna ali neskon¢na mnoZica, ki jo statistiéno obdelujemo. Je skupina enot
dolocena s tremi pogoji:

- stvarnim (kdo je v populaciji; Studentje),

- krajevnim (mariborskih $ol),

- Casovnim (v Solskem letu 2002/03).
Populacijo lahko sestavljajo ljudje, zivali, dogodki, predmeti, ...
Enota je posamezni element populacije (posameznik, en predmet, en dogodek, ...).
Vzorec je poljubna podmnozica populacije, s katero raziskujemo. S pomocjo opazovanja in
statisti¢ne obdelave vzorca sklepamo o lastnostih celotne populacije.
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Statisti¢ni znaki ali statisticne spremenljivke (variable) so tiste lastnosti statisticnih enot, ki
nas zanimajo in po katerih se enote med seboj razlikujejo.

Statisticne spremenljivke so lahko: atributivne in numericne.

Atributivne so tiste lastnosti, ki jih moramo povedati opisno (poklic, strinjanje z nekimi
trditvami ...). Numeri¢ne so tiste lastnosti, ki jih lahko povemo Steviléno (starost, visina ...).
Atributivne spremenljivke so lahko nominalne ali ordinalne.

Nominalne spremenljivke so tiste, pri katerith ugotavljamo, ali so enote po njih enake ali
razli¢ne. Kategorije so med seboj enake in se ne stopnjujejo. Primeri nominalnih spremenljivk
so: spol, poklicni status, vrsta Sole ...

Ordinalne spremenljivke so atributivne z numericno osnovo. Kategorije se stopnjujejo,
ugotavljamo, katera spremenljivka je vi§je, katera je niZje. Primeri ordinalnih spremenljivk
so: izobrazba, u¢ni uspeh, strinjanje s stalis¢i, priljubljenost politika ...

Numeric¢ne spremenljivke so lahko: intervalne ali proporcionalne.

Intervalne so tiste, pri katerith ugotavljamo, za koliko je nekdo vi§je ali nizje. Nimajo
absolutne nicle, to pomeni, da razmerja niso enopomensko izrazena. Primeri intervalnih
spremenljivk so: rezultati testov znanja ...

Pri proporcionalnih spremenljivkah so razmerja to¢no dolo¢ena in imajo absolutno niclo.
Primeri: viSina, teza, dolzina ...

Numeri¢ne spremenljivke delimo Se na zvezne in nezvezne.

Zvezne zavzemajo vsako vrednost v nekem intervalu (teza, visina, ...).

Nezvezne zavzemajo samo nekatere cele vrednosti v intervalu (Stevilo prometnih nesrec,
Stevilo Studentov, ...).

Kvaliteta podatkov oziroma vrsta spremenljivk odreja, katero statisticno metodo bomo
uporabili, saj posamezne statisticne metode predpostavljajo dolocen tip spremenljivk. Na
primer, racunanje povprecja predpostavlja numeri¢ne spremenljivke.

6.3 FAZE OBDELAVE PODATKOV

Urejanje in tabelari¢no ter grafi¢no prikazovanje podatkov za atributivne ali numeric¢ne
spremenljivke

Analiticna obdelava podatkov za atributivne ali numericne spremenljivke.

Urejanje pomeni sortiranje, preStevanje, izlocanje neveljavnih podatkov. Rezultat urejanja so
ABSOLUTNI PODATKI. Na primer stevilo Studentov prvega letnika.

Absolutne podatke zapiSemo z absolutno frekvenco, ki jo oznacimo z f. Absolutni podatki
sami zase nimajo prave vrednosti, dobijo jo Sele s primerjavo. Tako pridemo do relativnih
Stevil. Ko ugotavljamo, kolikSen del od celote so absolutne frekvence, dobimo relativna
Stevila, ki jim pravimo strukture.

oS
=

kjer je
f % _ relativna frekvenca

f - absolutna frekvenca
N - §tevilo vseh enot v vzorcu (numerus)
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Relativno frekvenco lahko izrazamo s strukturnimi proporcami f°( f°= 0,05) ali s

strukturnimi odstotki f% (% = 5 %). Odstotno frekvenco dobimo tako, da relativno
frekvenco mnoZzimo s 100.

S
%= <100
S % N

TABELARICNO PRIKAZOVANJE

Statisticne spremenljivke ali podatke lahko uredimo po velikosti. Pravimo, da jih uredimo v
ranZzirno vrsto.

RANZIRNA VRSTA je najenostavnejia oblika ureditve. Iz nje lahko razberemo temeljne
znacilnosti: minimalni in maksimalni rezultat in kolikokrat se neki podatek ponovi. Seveda je
primerna le za majhno Stevilo podatkov, saj je pri velikem Stevilu podatkov nepregledna in
nam ne da neke splosne slike.

@Primer:

Naj bodo dani rezultati pri nekem testu znanja:

13, 16, 18, 22, 36, 34, 40, 19, 24, 25, 26, 30, 30, 31, 32, 27, 27, 29, 20, 21, 21, 23, 22, 8, 12,
22,7,22,14,31, 17

Ranzirna vrsta za te podatke je naslednja:

7,8,12,13, 14,16, 17, 18, 19, 20, 21, 22, 22, 22, 22, 23, 24, 25, 26, 27, 27, 29, 30, 30, 31, 31,
32, 34, 36, 40.

NajmanjSe Stevilo dosezenih tock je bilo 7, najvecje pa 40.

Kadar imamo veliko §tevilo podatkov, jih zaradi preglednosti uredimo v tabelo.
Tabelo sestavlja:

- naslov tabele, v katerem mora biti opredeljena statisticna populacija in navedene
spremenljivke, po katerih populacijo prikazujemo; v desnem kotu nad tabelo napiSemo
enoto, Ce je enaka za vse podatke v tabeli, ¢e pa so enote razli¢ne, jih navedemo za
vsak stolpec posebej v glavi tabele in za vsako vrstico posebej v Celu tabele;

- osrednje del tabele, sestavljen iz tekstovnega dela (glava in €elo tabele), kjer povemo,
kaj tabela prikazuje, in Stevilskega dela, v katerem v polja vpisujemo podatke; zbirna
vrstica prikazuje vsoto podatkov v stolpcu, zbirni stolpec pa vsoto podatkov v vrstici;

- pod tabelo navedemo vir in zapiSemo pripombe.

Glavne sestavine tabele
Tabela 2: Glavne sestavine tabele

Naslov tabele

GLAVA TABELE

| S

C vrstica T
E 0]
L L
0o polje p
E

C

Zbirna vrstica

Vir: Lasten
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Tabela 3: Aktivno prebivalstvo (v 1000) po glavnih poklicnih skupinah in spolu za leto

2000

POKLICNE SKUPINE SKUPAIJ (v 1000)
MOSKI | ZENSKE | SKUPAJ

Visoki uradniki, menedzerji, 44 19 63
zakonodajalci
Strokovnjaki 36 58 94
Tehniki in drugi strokovni delavci 63 61 124
Uradniki 31 68 99
Storitveni poklici, trgovci 40 67 107
Kmetovalci, gozdarji, ribici 40 34 74
Poklici za neindustrijski nac¢in dela 92 6 98
Upravljalci strojev in naprav ... 106 64 170
Poklici za prosta dela 18 30 48
Vojaski poklici 2 2
Nerazvrsceni 8 5 13
SKUPAJ 481 413 894

Vir: SURS, Statisticni letopis 2000
Vrnimo se k naSemu prvotnemu primeru rezultatov testa znanja.
Napravimo tako imenovano frekvencno distribucijo individualnih vrednosti oziroma

pogostnostno porazdelitev posameznih vrednosti.

Tabela4: Frekvencna porazdelitev individualnih vrednosti rezultatov testa

X (vrednosti) / (absolutna
frekvenca)

7 1
8 1
9 -
10 -
11 -
12
13
21 2
22 4
40 1

z f=N 31

Vir: Lasten

Dobljena porazdelitev je krajsa, vendar je v njej Se vedno preve¢ podrobnosti. Zato vrednosti
zdruZzimo v skupine (ali grupe ali frekvencne razrede).
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Tabela 5: Grupiranje podatkov

razredi f f(%)
7-11 2 6,45
12-16 4 12,9
17-21 6 19,35
22-26 8 25,81
27-31 7 22,58
32-36 3 9,68
3741 1 3,23
N =31 100,00
Vir: Lasten

Celoten razpon podatkov zajamemo z doloCenim Stevilom frekven¢nih razredov, ki so
ponavadi enako $iroki, ni pa nujno. Stevilo razredov in interval (to je $irina razreda) se
dolocajo sproti, brez pravila. Upostevamo predvsem Stevilo enot v vzorcu (N). Ponavadi
napravimo tako, da bomo imeli do 10 razredov. Ce imamo vse intervale enako $iroke, lahko
celoten obseg delimo s Sirino intervala in dobimo Stevilo intervalov. Vsak razred ima zgornjo
in spodnjo mejo. Spodnja meja je za 0,5 manjSa od Stevila, ki je zapisano, zgornja pa za 0,5

vecja.

V naSem primeru ima razred 7-11 spodnjo mejo s, = 6,5 in zgornjo mejo z, = 11,5. Razred

12—16 pa ima spodnjo mejo s, = 11,5 in zgornjo mejo z, = 16,5.

K je doloceno stevilo, v prvem razredu 1, v drugem 2...

Sirina frekvencnega razreda je enaka razliki med zgornjo in spodnjo mejo razreda.
di=zp =5,

Sredino frekven¢nega razreda dobimo tako, da vsoto zgornje in spodnje meje delimo z dve.
_zZp ts,

Xk

2

Tabela 6

razredi f f° F F°
7-11 2 6,45 0 0
12-16 4 12,9 2 6,45
17-21 6 19,35 6 19,35
22-26 8 25,81 12 38,71
27-31 7 22,58 20 64,52
32-36 3 9,68 27 87,1
3741 1 3,23 30 96,77

N=31 100 31 100

Vir: Lasten

V zgornji tabeli imamo tudi stolpca, v katera smo vnaSali kumulativno absolutno frekvenco F

in relativno kumulativno frekvenco F°.

Kumulativna frekvenca nam pove S§tevilo rezultatov (podatkov) pod spodnjo mejo danega

razreda.

Fo,=F+f,
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6.4 GRAFICNO PRIKAZOVANJE PODATKOV

Veliko ucinkoviteje kot s tabelami lahko prikaZzemo podatke z grafikoni. Kateri grafikon
uporabimo, je odvisno od vrste podatkov in Stevila frekvenc¢nih razredov.

Kadar imamo manjse Stevilo razredov, lahko uporabimo frekven¢ni kola¢ (anglesko: pie
chart) ali strukturni krog ali tudi krozni diagram. Kako postopamo:

1. dolo¢imo pripadajoce relativne frekvence

2. dolo¢imo tem pripadajoCe srediS¢ne kote s pomocjo procentnega racuna, saj vemo, da

celota pomeni 360°.

Nari§imo za zgornji primer strukturni krog.

Slika 56: Strukturni krog
Vir: Lasten

Ce so podatki razvr§ceni v veliko frekvenénih razredov ali imamo veliko posameznih
vrednosti, je primerneje uporabiti stolpcni diagram ali histogram.

Histogrami so lahko razli¢ni, odvisno od vrste podatkov in seveda od tega, kaj zelimo z
diagramom povedati.
Narisimo $e stolpicni diagram za naSe rezultate pri testu znanja, zbrane v Tabeli 2.

8

7

6

5

4

3

2

1

Olrlll T T T T |
~\ « ¢
R EALLEY
R

Slika 57: Histogram
Vir: Lasten
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Lahko pa podatke prikazujemo Se z linijskimi grafikoni ali poligoni. Poligon je najprimerne;jsi
za prikazovanje vrednosti kumulativnih frekvenc.

Linijski grafikon ali poligon za kumulativno frekvenco ima priblizno obliko ¢rke S.

35 -
30
25
20
15
10

7-11 12-16 17-21  22-26  27-31 32-36  37-41

Slika 58: Linijski grafikon
Vir: Lasten

6.5 MERE SREDNJE VREDNOSTI

To so vrednosti, ki kazejo osrednjo teznjo podatkov oziroma centralno tendenco podatkov in s
temi lahko opiSemo celotno mnoZico podatkov naenkrat.
Mere srednje vrednosti so :

ARITMETICNA SREDINA (M, x)
MEDIANA (M)

MODUS (M)

1. ARITMETICNA SREDINA

Je povprecje rezultatov in je enaka kvocientu vsote vseh vrednosti statisticne spremenljivke s
Stevilom teh vrednosti. Aritmeticno sredino racunamo le iz numeri¢nih podatkov. Dobra
lastnost aritmeticne sredine je, da nanjo vpliva tako Stevilo vseh podatkov kot njihova teza
(velikost). Iz¢rpa vse podatke in je zato primerna za nadaljnjo obdelavo. Hkrati pa je to tudi
njena slabost. Pri preve¢ heterogenih podatkih je bolje, da je ne raCunamo, ker bi se prevec
pomaknila v smeri skrajne vrednosti.

a) Individualni podatki:
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N
2% +X, ot
“ X X, Xy

M=l -
N N

®Primer: Dologite povprecno Stevilo prevozenih kilometrov v prejSnjem tednu, ¢e smo v
ponedeljek prevozili 50 km, torek 100 km, sredo 65 km, Cetrtek 73 km, petek 27 km, soboto
36 km in v nedeljo nic.

X +X+.txy  50+100+65+73+27+36+0

N 7
V prej$njem tednu smo dnevno v povprecju prevozili 50,14 km.
Kaj pa, ¢e se doloCene vrednosti ponavljajo?

M:

=50,14 km.

Tehtana aritmeti¢na sredina:

M= kox, +k,x, +..+kyxy,
N

@Primer:

Izracunajmo povprecno oceno v razredu pri pouku matematike, ¢e so imeli Stirje oceno 1,
deset jih je dobilo 2, deset oceno 3, Stirje oceno 4 in dva oceno 5.

M= kix, +kyx, +..+kyxy  4.1+410-2+10-3+4-4+2-5
N 30
Povprec¢na ocena pri matematiki je priblizno 2,67.

2.67

b) Grupirane vrednosti

Aritmeti¢no sredino grupiranih podatkov izraCunamo s pomoc¢jo kumulativne vsote:
iS
M= x,——=.
N
Kjer so:
1 — Sirina intervala
S - vsota kumulativnih frekvenc
X, - sredina zadnjega razreda

Aritmeti¢no sredino grupiranih vrednosti — tistih, ki smo jih uredili v frekvencno porazdelitev,
lahko izracunamo tudi po:

kox, +kyx, +...+kyx,
N

b

kjer so x, sredine razredov.

¢) Sumarna aritmeti¢na sredina

Kadar imamo veC ze izraCunanih aritmeti¢nih sredin nekih skupin podatkov in zelimo
izraCunati skupno aritmeti¢no sredino, pa numerusi (N) niso enaki, dolo¢imo skupno
(ponderirano) aritmeti¢no sredino:
Mo - NM, +N,M,+..+NM,
SK
N, +N,+..+N,
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@Primer:

Povprec¢na ocena pri matematiki po posameznih razredih je bila:
l.a (30 dijjakov): 2,12

1.b (31 dijakov): 2,46

l.c (25 dijjakov): 3,14

1.d (28 dijakov): 2,76

IzraCunajmo povprecno oceno vseh prvih letnikov:

_NM, +NM, +..+NM, 30-2,12+31-2.46+25-3.14+28-2,76

M
S N, +N,+..+N, 30+31+25+28

=2,59

2. MEDIANA (M)

Mediana ali srediSCnica je tista srednja vrednost statisticne spremenljivke, pri kateri je
polovica vrednosti ve€jih, druga polovica vrednosti pa manjSih od dane vrednosti (50% je
manjsih vrednosti in 50% vecjih vrednosti).

a) Individualne vrednosti:
PoiS¢emo vrednost, ki je na R,, mestu po velikosti urejenih podatkov.

R =N+1in
2

Me

Rp=N-P +0,5

P=0,5
Me = x,+ (x, - x,)(Rp - R)

©Primer 1:

Podano imamo naslednjo ranZirno vrsto:

6,7,8,9,10

Mediana je v tem primeru podatek v sredini ranZirne vrste: 8
©Primer 2:

Imejmo podatke urejene v ranzirno vrsto:

Tabela 7: Ranzirna vrsta

R 1 2® 3 4
X 5 5(x¢) 7(x,) 8
Vir: Lasten

Pri sodem Stevilu podatkov ni pravega srednjega podatka, zato za mediano vzamemo
aritmeti¢no sredino srednjih dveh podatkov.
Me = x,+ (x, —x,)(Rp — R)

Me=5+(7-5)2,5-2)
Me=6

b) Grupirani podatki
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Za grupirane podatke mediano dolo¢imo s pomoc¢jo naslednjega obrazca:

(R, — F
M, =x, +M, kjer je
fo
X, - natan¢na spodnja meja razreda, v katerem je mediana
N +1
R, = S

f, - absolutna frekvenca razreda, v katerem je mediana
F, - kumulativna frekvenca razreda, v katerem je mediana

1 - Sirina razreda

@ Primer 3:
Tabela 8
razred f F
7-11 2 0
12-16 4 2
17-21 6 6
22-26 8 12
27-31 7 20
32-36 3 27
3741 1 30
Vir: Lasten
N+1

R, = 5 16

x,=21,5

fo=38

F,=12

Me =24

Znacilnosti mediane:

Mediana je manj natanc¢na srednja vrednost kot aritmeti¢na sredina. Nanjo vpliva samo Stevilo
rezultatov, ne pa tudi njihova teza. Zato je primerna za racunanje takrat, ko so podatki
heterogeni. Za nadaljnjo obdelavo pa ni primerna, ker danih podatkov ne iz¢rpa v zadostni
meri. Njena funkcija je veljavnejSa analiza podatkov in s tem so veljavnejSa tudi spoznanja
oziroma trditve.

3. MODUS (Mo)

Modus ali gostiS¢nica se imenuje najpogostejSa vrednost ali najpogostejsi podatek v mnozici
vseh vrednosti.

a) Individualne vrednosti

Pois¢emo podatek, ki se najveckrat ponovi. Ce se v neki mnoZici podatkov dve vrednosti
pojavita enako mnogokrat, pravimo, da je razdelitev vrednosti bimodalna. Ce sta enako moéni
vrednosti sosednji, pa lahko izraCunamo povprecje obeh in nam ta predstavlja modus.

b) Grupirane vrednosti
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Priblizek modusa dolo¢imo tako, da pois¢emo sredino razreda z najvisjo frekvenco. Dobimo
modalni razred.
V naSem primeru:

Mo=24
Natan¢no pa modus dolo¢imo na nasledn;ji nacin:
M0=XO+ l(fO_fn) ,
2f0 - fn - fv
kjer je:

X, - natanCna spodnja meja razreda, v katerem je modus
/o - absolutna frekvenca razreda, v katerem je modus

1 - Sirina razreda

f, - absolutna frekvenca razreda, ki je pred modalnim (nizji)
f, - absolutna frekvenca razreda, ki je za modalnim (vi§ji)
V naSem primeru dobimo: Mo = 24,8

Prednost modusa pred aritmeti¢no sredino je v tem, da nanj ne vplivata niti teza vrednosti niti
Stevilo vrednosti, ampak samo frekvenca. Zato zelo dobro predstavlja podatke.

6.6 MERE VARIACIJE - RAZPRSENOSTI

Srednje vrednosti v sploSnem preslabo opisejo mnozico podatkov. Vrednosti spremenljivke se
odklanjajo od srednjih vrednosti (na primer od povprecja), pravimo tudi, da vrednosti varirajo
od srednjih vrednosti, kar je posledica vplivov posami¢nih vrednosti spremenljivke. Poznamo
ve€ mer variacij.

1. VARIACIJSKI RAZMIK (VR)

Variacijski razmik je zelo enostavna mera variacije. Je razlika med maksimalno in minimalno
vrednostjo statisticne spremenljivke.
VR = xmax _xmin

©Primer:
Pet Studentov so vpraSali, koliko ur tedensko porabijo za branje knjig. Dva bereta po 5 ur,
eden 7 ur, eden 8 ur in eden 10 ur.

VR=x_ —x.=10-5=5

Variacijski razmik je odvisen od skrajnih vrednosti in te zelo povecajo variacijski razmik.
Zato je zelo nezanesljiva mera variacije in ni primerna za nadaljnjo obdelavo podatkov.

2. POVPRECNI ABSOLUTNI ODKLON

Povprecni absolutni odklon nam pove, za koliko se v povprecju vrednosti spremenljivke
razlikujejo od aritmeti¢ne sredine.

a) Individualni podatki
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N
Z|xk _M|
PO, =*—— v

&Primer:

Uporabimo zgornji primer bralcev knjig in dolo¢imo povprecni absolutni odklon.
Najprej moramo dolociti aritmeti¢no sredino M.

M= 5+45+7+8+10 _7

N

2|~ M| 242404143
PO, = - ~1.6

N
V povprecju se vrednosti spremenljivke za 1,6 razlikujejo od aritmeti¢ne sredine.

b) Grupirane vrednosti

N
sz|xk‘M|
k=1

PO,, = >

kjer so:

X - sredine razredov

f - absolutne frekvence razredov
M - aritmeti¢na sredina

N - skupno Stevilo podatkov

&Primer:

Uporabimo primer o rezultatih na testu znanja.
Aritmeti¢no sredino za ta primer smo Ze dolo¢ili.

S
M= x, —ZWF 23,35

Pri racunanju si pomagamo s tabelo:

Tabela 9
Razredi Absolutna Sredina | x—M | f| x—M |
frekvenca razreda
f X
7-11 2 9 14,35 28,70
12-16 4 14 9,35 37,40
17-21 6 19 435 26,10
22-26 8 24 0,65 5,20
27-31 7 29 5,65 39,55
32-36 3 34 10,65 31,95
3741 1 39 15,65 15,65
Vir: Lasten
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N
ka|xk _M|
_ k=l

28,7 +37,4+26,1+52+39,55+31,95+15,65 .
PO,, = = =

N 31

6,98

3. VARIANCA (¢ )

Tudi varianca nam kaze povprec¢no odstopanje posameznih vrednosti od aritmeti¢ne sredine.
Je najpogostejSa in najbolj znana mera variacije. Varianca je aritmeticna sredina kvadratov
odklonov vseh vrednosti od aritmeti¢ne sredine.

N

Z (xk -M )2

2 k_1

o-"' =

N
Pri varianci nas motijo kvadrati, zato za mero variacije oziroma razprsenosti raje uporabimo
STANDARDNI ODKLON.
Standardni odklon je kvadratni koren iz variance.

o=\o?

Kako jo izraunamo?

a) Individualne vrednosti

) _ N
ol =
N

®Primer 1:
Uporabimo zgornji primer z bralci knjig.
Doloc¢imo vsoto kvadratov vseh spremenljivk.

N
D x; =25+25+49+ 64+ 100 =263

k=1

Doloc¢imo Se standardni odklon: o=+o’=1,897.
Vecja sta varianca in standardni odklon, ve¢ja so odstopanja od aritmeti¢ne sredine.

.2

. . i S’
b) Grupirane vrednosti o’ = N[z S+ S, — ]if J,

kjer je
1 — Sirina intervala
Sir - vsota kumulativnih frekvenc v drugi kumulativni vrsti
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S+ - vsota kumulativnih frekvenc v prvi kumulativni vrsti
N — Stevilo vseh podatkov

Pri ra¢unanju si pomagamo s tabelo kumulativnih frekvenc.
©Primer 2:

Dolo¢imo varianco in standardni odklon za na$ primer rezultatov na testu. ZapiSimo tabelo
kumulativnih frekvenc. Kumulativno frekvenco i-tega razreda druge kumulativne vrste
dobimo tako, da seStejemo kumulativne frekvence prve vrste do i-tega razreda. Pomagamo si
s tabelo.

Tabela 10

Razredi Absolutna F FF
frekvenca
f

7-11 2 0 0
12-16 4 2 0
17-21 6 6 2
22-26 8 12 8
27-31 7 20 20
32-36 3 27 40
37-41 1 30 67

Vir: Lasten

i=5
S, =2+8+20+40+67=137
S, =2+6+12+20+27+30=97
N=31

.2 2 2 2
ol=1 2~SFF+SF—SL = 2037497-2 |- sa a2
N N | 31 31

Dolo¢imo $e standardni odklon:

o=o? =738

Standardni odklon, kot mera variacije, pove, koliko je vredna aritmeti¢na sredina. Ali nam
dobro ali slabo predstavlja podatke.

Kadar ima pojav enaka ali zelo podobna povprec¢ja, pomeni vi§ji standardni odklon vi§jo
variabilnost spremenljivk. Kadar pa imamo razlicne pojave in s tem tudi razlicne aritmeti¢ne
sredine, jith ne moremo direktno primerjati, ampak moramo absolutne vrednosti najprej
pretvoriti v relativne in Sele nato primerjati.

Ena izmed relativnih mer variacije je KOEFICIENT VARIACIJE (V). Omogoca
primerjavo razli¢nih pojavov glede variabilnosti.
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Koeficient variacije pove, kolikSen odstotek vrednosti aritmeti¢ne sredine zavzema standardni
odklon.

6.7 RELATIVNA STEVILA

INDEKSI

Indeksi so relativna Stevila, ki jih uporabljamo za primerjanje dveh istovrstnih, enakovrednih
podatkov v razliénem Casu, kraju ali po razli¢ni stvarni opredelitvi. Ra¢unamo jih tako, da
vzamemo neko vrednost za izhodiS¢e racunanja, ji poimenujemo 0snovo in pripiSemo
vrednost 100. Vse druge vrednosti raGunamo glede na to osnovo. Indekse izraCunamo:

Y,
. =—--100

0

I,

Jjl
Kjer je:

I;,,- indeks,

Y, - podatek, s katerim primerjamo osnovna indeksa,

Y, - podatek, ki ga primerjamo.

Indeks ima vrednost vecjo od 100 takrat, ko je primerjalni podatek Y, ve¢ji od osnove Y, Ce

pa je primerjalni podatek manjsi od osnove, je vrednost indeksa manjsa od 100. Indekse
obicajno zaokrozujemo na cela Stevila, ¢e pa je primerjalni podatek glede na osnovo zelo
majhen, ga zaokrozimo na eno decimalko.

1) Krajevni indeksi

S krajevnimi indeksi primerjamo istovrstne podatke, ki se nanasajo na razlicna geografska
obmocja.

&Primer:

Primerjajmo mesec¢ne bruto plae v letu 2006 v Stirith slovenskih obcinah, izraZene v
takratni valuti — slovenskih tolarjih (SIT). Izracunajmo indekse, osnova pa nam bo podatek
za Slovenijo.

Tabela 11: Povpre¢ne mesecne place za 4 slovenska mesta

Obcina Povpre¢ne mesecne bruto | Povpre¢ne mesecne neto Delovno aktivno
place place prebivalstvo
Ljubljana 347136 213220 193157
Maribor 286030 183135 61736
Celje 289253 185549 29507
Kranj 297759 191415 25003
SLOVENIJA 290635 185342 824839
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Vir: Statisti¢ni urad RS

Iz tabele uporabimo podatke za povprecne mesecne bruto place, kot osnovo pa uporabimo
podatek za Slovenijo.
Izracun za Maribor:
Y
w100 = 286030 10

I = =
Mpise iy 290635
Podobno izratunamo Se ostale kraje in dobimo naslednjo tabelo:

0 =98

Tabela 12: Krajevni indeksi

Obcina Povpre¢ne mesecne Indeksi
bruto place (Slovenija = 100)

Ljubljana 347136 119

Maribor 286030 98

Celje 289253 99,5

Kranj 297759 102

SLOVENIJA 290635 100

Vir: Statisti¢ni urad RS

Indeks razlozimo tako, da od indeksa odstejemo 100 in dobimo relativno razliko (D, ), ki jo

izrazimo v odstotkih.
Dj/ozlj/o —100

Relativno razliko za Maribor izraCunamo:

D,y g, =98 —100=-2%.

Dobljen rezultat nam pove, da so bile bruto place v Mariboru za 2 % nizje od povprecja v
Sloveniji.

Izracunani indeksi kazejo, da so bile povpre¢ne mesecne bruto place visje od povprecja v
Sloveniji v Ljubljani, in sicer za 19 %, v Kranju za 1 %, v Celju pa nizje za 0,5%.
Krajevne indekse obi¢ajno prikazujemo s stolpci.

2) Casovni indeksi

Casovne indekse raéunamo s primerjavo dveh istovrstnih podatkov, ki se nanaSata na dva
razli¢na cCasovna trenutka ali razmika. Po nacinu izbora osnove lo¢imo indekse s stalno
osnovo in indekse s premi¢no osnovo ali verizne indekse.

Casovne indekse s stalno osnovo raunamo po naslednji formuli:

1,0 =2100
0=
0
Kjer je:
I;,,- indeks,

Y, - vrednost €lena, s katerim primerjamo osnovna indeksa,
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Y, - vrednost Clena, ki ga primerjamo.

Verizne indekse, za katere je znacilna premi¢na osnova, raCunamo:

Y.
V, = Y] 100
j-1
Kjer je:
V, - verizni indeks,
Y, | - podatek, s katerim primerjamo osnovna indeksa,

Y, - podatek, ki ga primerjamo.

&Primer:

IzraCunajmo indekse s stalno osnovo in verizne indekse za Pridelek pSenice v Sloveniji v letih
od 2003 do 2007.

Tabela 13: Pridelek pSenice

Leto PSenica
(v tonah)
2003 122,9
2004 146,8
2005 141,3
2006 1344
2007 133,3

Vir: Statisticni letopis 2008

Primer izra¢una indeksa s stalno osnovo 2005 = 100 za leto 2007:

Y,
Ty os =207 100 = 1333 100 = 04

YOS
Ko preucujemo spreminjanje pojava v ¢asu, imenujemo relativno razliko stopnja rasti (S )
Sy, =94 —-100 =—-6 %. V letu 2007 je bilo 6 % manj pridelane pSenice kot leta 2005.
Primer izracuna veriznega indeksa za leto 2004:

Y.
Voaros :Y_]'IOO = 132’2
= ’

Sy, =119-100=19 %
V letu 1994 je bil pridelek pSenice 19 % vecji kot leto popre;.

9

-100=119
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Tabela 14: Pridelek pSenice v Sloveniji v letih od 2003 do 2007

Leto Psenica (vt) | Indeksis stalno | Verizni indeksi
0SNovo
(2005 =100)

2003 122,9 87 -

2004 146,8 104 119

2005 141,3 100 96

2006 134,4 95 95

2007 133,3 94 99

Vir: Statisticni letopis 2008
Zveza med indeksi s stalno osnovo in veriZnimi indeksi

Zvezo med indeksi s stalno osnovo in veriznimi indeksi ugotovimo iz osnovnega obrazca za
izraCun veriznih indeksov. V obrazcu pomnozimo Stevec in imenovalec s 100, delimo z ¥, in

dobimo:
Y 100
v, Y, /;
V. = -100=——-100 = -100
Y Y, I,
J 100 a
Y,

To formulo lahko zapiSemo krajse:

J

I,
V. =—-100
1

J-1

Obrazec uporabimo, kadar poznamo indekse s stalno osnovo in ra¢unamo verizne indekse in
kadar poznamo verizne indekse in Zelimo izraunati indekse s stalno osnovo.

a) Racunanje veriZnih indeksov iz indeksov s stalno osnovo

@Primer: Izracunajmo verizne indekse iz indeksov s stalno osnovo (1995 = 100), podanih v
tabeli st. 15.

Uporabimo zgornji obrazec in izraCunamo verizni indeks za leto 1997:

I
v, =2.100=1% 100 = 106
I, 98

Tabela 15: Dinamika prodaje v nekem podjetju v letih od 1995 do 2000. Indeksi s stalno
osnovo 1995 =100 in preracunani verizni indeksi

Leto Indeks Verizni indeksi
(1995 =100)
1995 100 -
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1996 98 98

1997 104 106

1998 103 99

1999 109 106

2000 112 103
Vir: Lasten

b) Racunanje indeksov s stalno osnovo iz veriZznih indeksov

V primeru, ko poznamo verizne indekse in bi radi izracunali indekse s stalno osnovo,
1zberemo najprej osnovo in izracunamo:

- indeks s stalno osnovo za predhodno ¢asovno enoto po obrazcu:

I,,=---100  ;predbaznim letom

J
- indeks s stalno osnovo za casovne enote po izbrani bazni ¢asovni enoti po obrazcu:

I, =V, ﬁ ; po baznem letu

©Primer:
IzraCunajmo indekse s stalno osnovo iz veriZznih indeksov podanih v tabeli ...

Tabela 16:Dinamika prodaje v podjetju Stevilka 2 d.o.o. v letih od 1995 do 2000. Verizni
indeksi in preracunani indeksi s stalno osnovo (1997 = 100)

Leto Verizni Indeks
indeksi (1997 = 100)
1995 - 99
1996 102 101
1997 99 100
1998 98 98
1999 103 101
2000 104 105
Vir: Lasten
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Izracun indeksov s stalno osnovo (1997 = 100) za leto 1996 in 1995:
1 100

Iy, =—2-100=——-100 =101
Ve, 99
1
[gszi-IOO:ﬂ-lOO:%
Vo 102
Izracun indeksov s stalno osnovo (1997 = 100) za leto 1998 in 1999:
I 100
Iy =Vy - —L =98.— =98
%100 100
I 98
Iy =V, —2=103-— =101
7”100 100

6.8 ANALIZA CASOVNIH VRST

Casovne vrste so v ekonomiji najbolj pogosta oblika podatkov, ki jih imamo na voljo za
analiziranje preteklih, tekoCih in verjetnih bodocih gibanj ekonomskih spremenljivk, ki
opisujejo dogajanja v gospodarstvu. Za enostavno analizo ¢asovne vrste uporabljamo
enostavne kazalce dinamike, ki smo jih Ze spoznali (indeksi s stalno osnovo, verizni indeksi,
stopnje rasti, koeficienti rasti).

Na vrednosti podatkov v ¢asovni vrsti vplivajo Stevilni dejavniki. Njihova moc¢ in u¢inek na
pojav se spreminja, v sploSnem pa je rezultat teh dejavnikov dolo€eno gibanje pojava.

Spremembe, ki lahko nastopijo v posamezni ¢asovni vrsti:
- trend predstavlja ucinek dejavnikov, ki delujejo na dolgi rok in prikazuje osnovno
smer razvoja. Trend je lahko nara$¢ajoci, padajoci ali nihajoci trend.
- cikli¢na nihanja so dolgoro¢na, nihanja okoli trenda pa znacilna za ekonomske pojave.
- periodi¢na nihanja so rezultat dejavnikov, ki se pojavljajo v stalnih ¢asovnih razmikih.
- iregularna nihanja so lahko posledica enkratnih dejavnikov (naravne nesrece ...) ali
slucajnih dejavnikov.

Trend

Trend prikazuje osnovno smer razvoja pojava in je najpomembnejSa sestavina ¢asovne vrste.
Poznavanje trenda nam omogoca napovedati verjetni razvoj pojava v prihodnosti, olajsuje
ugotavljanje ostalih sestavin pojava, izracun trenda pa nam omogoca nazornejSo primerjavo
med pojavi.

Metod za dolocanje trenda je ve€. Najpogosteje se uporablja prostoroéno metodo in metodo
najmanjsih kvadratov.

Prostoro¢na metoda dolo¢anja trenda

Je najenostavneja med vsemi metodami. Casovno vrsto vriSemo v linijski grafikon in
izsamega poteka linije sklepamo o obliki in poteku trenda. Trend v vsakem primeru poteka
med realnimi vrednostmi tako, da se osnovna ¢asovna vrednost od trenda odklanja navzgor in
navzdol. Linija je lahko premica ali krivulja, ki jo vriSemo po lastni presoji. Tovrstno
doloc¢anje trenda je seveda subjektivno, vendar hitro in enostavno.
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@Primer:

Tabela 17: Povpre¢ne mese€ne bruto place zaposlenih v Sloveniji v letih od 1992 do 1999

Leto Povprecne mesecne
place (v SIT)
1992 51044
1993 75432
1994 94618
1995 111996
1996 129125
1997 144251
1998 158069
1999 173245

Vir: Statisticni letopis 2000

V tabeli so podatki o povprecnih mese€nih bruto placah zaposlenih v Sloveniji v letih od 1992
do 1999, izrazeni v takratni valuti — slovenskih tolarjih (SIT).
Prikazimo ¢asovno vrsto z linijskim grafikonom in prostorocno dolo¢imo trend.

V grafikonu prostoro¢no vriSemo linijo, ki se €asovni vrsti najbolje prilega. V primeru
povprecne bruto place zaposlenih lahko ugotovimo, da je linija premica in je trend naraScajoc.

Povprecne mesecne place v SIT
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Slika 59: Linijski gratikon

Metoda najmanjsih kvadratov

Vir: Lasten
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Metoda najmanjSih kvadratov je metoda, ki jo med analiticnimi metodami za ugotavljanje
trenda najpogosteje uporabljamo.

Odkloni od trenda so v posameznih Casovnih enotah lahko pozitivni ali negativni, njihova
vsota pa je enaka nic.

ﬁ:(Yt -T,) =0

Pri tej metodi je postavljena zahteva, da mora biti vsota kvadratov odklonov ¢asovne vrste
(Y,) od trenda (7,) minimalna:

N
> (¥,~7,)* =min
t=1

V okviru tega dela bomo obravnavali le linearni trend, ki je opredeljen z linearno funkcijo:
T=a+pt

Pri ¢emer je

o - konstanta linearnega trenda

B - smerni koeficient linearnega trenda, ki nam pove letno (mese¢no) spremembo linearnega
trenda

t - Cas

N N
ZYt :aN+ﬂZt
t=1 t=1

N N N 2
dDYi=a)d t+ Bt
t=1 t=1 t=1

Linearni trend bomo uporabljali le takrat, ko pojav naras¢a ali nazaduje enakomerno.

&Primer:

IzraCunajmo parametre linearnega trenda za primer povprecnih mesecnih pla¢ zaposlenih v
Sloveniji v letih od 1992 do 1999.

Funkecijo trenda dolo¢imo s pomocjo dveh normalnih enacb:
937780 = 8o + 3683

4937320 =360 + 2043

Z resitvijo enacb dobimo:

B=17078,81

o =40367,8

T,=40367,8 +17078,81t

Vrednosti trenda izra¢unamo:
T, =40367,8 +17078,81-1 = 57446.66

T_, =40367,8 +17078,81 -2 =74525,42
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Tabela 18: Povpre¢ne mesecne bruto place zaposlenih v Sloveniji v letih od 1992 do 1999;
podatki za izraCun parametrov funkcije trenda in vrednosti trenda

Leto Povprecne Cas't t? ty, T,
mesecne
place (v SIT)
1992 51044 1 1 51044 57446,66
1993 75432 2 4 150864 74525,42
1994 94618 3 9 283854 91604,23
1995 111996 4 16 447984 108683,04
1996 129125 5 25 645625 125761,85
1997 144251 6 36 865506 142840,66
1998 158069 7 49 1106483 159919.,47
1999 173245 8 64 1385960 176998,28
937780 36 204 4937320

Vir: Statisticni letopis 2000

Napovedovanje na osnovi trenda

Ena od najpomembnejSih nalog statistike je pripraviti osnove za zmanjSanje tveganja pri
sprejemanju odlocitev. Prav na osnovi trendne enacbe lahko predvidimo razvoj ¢asovne vrste
v prihodnosti.

V nasem primeru, povprecnih bruto plac v Sloveniji, napovejmo bruto placo zaposlenih v letu
2000. Spremenljivko t dolo¢imo tako, da nadaljujemo s Stevilom, ki sledi (9) in s pomoc¢jo
trendne enacbe predvidimo povprecno mesecno bruto placo za leto 2000:

T,_, =40367,8+17078,81-9 =194077,09

Seveda bo gibanje pojava v prihodnosti taksno, kot je bilo do sedaj, ¢e bodo nanj vplivali vsi
dejavniki kot do sedaj in v takSnem obsegu kot do sedaj. Kratkorocna napovedovanja razvoja
so obi¢ajno zanesljivejsa, saj se dejavniki v krajSem obdobju ponavadi manj spremenijo.

Opomba: Nekateri podatki so pridobljeni na spletni strani Statisticnega urada Republike
Slovenije, dosegljivi na naslovu http://www.stat.si/. Za nadgranjo statisticne obdelave
podatkov z osebnimi racunalniki je namenjen statisticni paket SPSS. Ve¢ informacij na
naslovu http://www.spss.com/.

Povzetek:
V tem poglavju ste se naucili osnov statistike: podatke znate prikazati tabelari¢no in grafi¢no,
izraCunati znate srednje vrednosti in mere razprSenosti. Dolociti znate krajevne in Casovne
indekse (indekse s stalno osnovo in verizne indekse) ter prostorocno in z metodo najmanjsih
kvadratov dolo¢iti trend.
™ Se nekaj nalog za utrjevanje:
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1.
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Oglejte si zadnji popis prebivalstva na spletni strani Statisticnega urada Republike
Slovenije, dosegljivi na naslovu http://www.stat.si/.

Podatke, 341, 564, 325, 143, 431, 254, 564 zapiSite v ranzirno vrsto in izracunajte
aritmeti¢no sredino, medianom, modus ter standardni odklon.

. Podatke 5,3,7,3,8,5,1,5,2,7,9,4,3,2,7,4,,7,2,6,8,4,9, 10, 10,2, 5,9, 1,5, 2

grupirajte v tri frekvencne razrede in izraCunajte aritmeti¢no sredino, standardni
odklon ter koeficient variacije grupiranih podatkov.

Frekvencne razrede iz prejSnje naloge graficno prikazite s strukturnim krogom in
histogramom.
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7 KOMBINATORIKA IN VERJETNOSTNI RACUN

CILJI:

Ob koncu tega poglavja boste:
- poznali osnovne kombinatori¢ne pojme in znali reSiti enostavnejSe primere 1z
kombinatorike,
- poznali klasi¢no, aksiomati¢no in statisti€éno definicijo verjetnosti,
- poznali definicijo pogojne verjetnosti,
- znali razloZiti pojma slucajna spremenljivka in matemati¢no upanje.

Ce potujemo iz Maribora v Ankaran, se bomo najverjetneje odpravili po avtocesti. Ali ste
kdaj pomislili, na koliko razli¢nih nacinov bi lahko potovali proti morju? Vse moznosti bi
lahko prikazali s kombinatori¢énim drevesom (v resnici jih je prevec), lahko pa se jih naucite
izraCunati. Pri verjetnosti bomo opazovali tiste dogodke, za katere hocemo, da se zgodijo,
vendar ni nujno, da se bodo dejansko zgodili. Spoznali boste, kaj je nemogo¢ dogodek (noben
Student ne opravi izpita), gotov dogodek (kozarec pade na tla, e ga izpustimo) in slucajen
dogodek ter znali izraCunati njihove verjetnosti.

7.1 ELEMENTARNA KOMBINATORIKA

Pred 250 leti sta matematika Eueler in Bernoulli resila problem zamenjave pisem.

Pisar je napisal n pisem in n ovojnic. Pri vstavljanju pisem ni bil pozoren. Koliko je moznosti,
da vsaj eno pismo ne pride na pravi naslov?

Naj bon=4.

Za prvo ovojnico imamo na voljo eno od S$tirih pisem, za drugo eno od 3 pisem, za tretjo
ovojnico ima na voljo 2 pismi in za Cetrto eno pismo.

N=4.3.2.1=24

Vseh napacnih moznosti je 23, kajti samo ena je prava.

Pravilo produkta:

Ce imamo pri nekem postopku k zaporednih faz in je pri prvi fazi n; moZnosti, pri drugi n,
moznosti,..., Stevilo izborov v posamezni fazi pa je neodvisno od tega katere moznosti smo
izbrali v prejSnjih fazah, je Stevilo odlocitev:

N=n n,..n,

Pravilo vsote:

Ce izbiramo med n; moZnostmi iz prve mnozice izborov, n, moznostmi iz druge mnozZice
izborov, ..., ny moznostmi iz k-te mnozice izborov in so izbori nezdruzljivi potem velja:
N=n;+ny+ ... +ng

®Primer 1:

Ga. Novak je na kosilu v samopostrezni restavraciji. Na jedilniku so:
- 2 vrsti juh ( goveja in porova)
- 3 vrste glavnih jedi
- 3 vrste solat

- 2 vrsti sladic (kuhana smetana in sladoled)

Koliko jedilnikov ima na voljo, ¢e zagotovo izbere govejo juho in sladoled?
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N=1-3-3-1=9
Na voljo ima devet jedilnikov.

&Primer 2:

Oznake avtomobilskih registerskih tablic v Sloveniji so sestavljene iz Stevk in ¢rk slovenske
abecede in X in Y (brez Sumnikov in ¢rke O) in so treh vrst:
1) na zacCetku ¢rka za njo Stevka razli¢na od ni€ in tej sledi Se trimestno Stevilo;
2) na zacetku dve dvomestni Stevili, ki ji sledi Se ¢rka;
3) na zacetku Crka, sledi ji Stevka, za njo dvomestno Stevilo in na koncu spet ¢rka.
S katerim tipom avtomobilskih tablic lahko v eni upravni enoti opremijo najvec
avtomobilskih tablic?
1)N=23.9-10-10-10 = 23-9-10°
2)N=10-10-10-10-23 =23-10"
3)N=23-10-10-10-23 = 23*-10°
Najve¢ avtomobilov lahko opremimo s tretjim tipom avtomobilskih tablic.

7.1.1 Permutacije

V pisarni morate pospraviti n dokumentov v n razli¢nih map, vrstni red je pomemben.

V prvo mapo lahko damo dokument na n razliénih nainov, v drugo mapo lahko damo
dokument na (n-1) nacinov, ..., v n-to mapo lahko damo dokument na 1 nacin.

Torej je vseh nacinov:

N=n-m-1)-(n-2)-...-1

Produkt n-(n—-1)-(n—2)-...-1 krajSe zapiSemo n-(n—1)-(n—2)-...-1 =n!

Kar preberemo n fakulteta ali n faktorsko.

Definirajmo Se 0! = 1.
®Primer 1:

Dolo¢i vrednost 6!.
6!=6-5-4-3-2-1=6-5!=720

&Primer 2:

Doloc¢imo $e vrednost naslednjih ulomkov:

! 4.3.2.
50_5-4-321_
3! 3:-2-1

n n-(n-1)!
(n=-1)!  (m-1)

Razporeditve n razlicnih elementov na n mest (vrstni red elementov je pomemben)
imenujemo permutacije n elementov.

Teh razporeditev je n!.

Permutacije pri katerih razporejamo same razlicne elemente imenujemo PERMUTACIJE
BREZ PONAVLJANIJA.
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Permutacij n elementov s ponavljanjem, od katerih se eden od elementov ponavlja p-krat,
drugi g-krat, tretji r-krat in tako naprej, je:

n!
Dol s _
})n - Pp,q,r,..(n) - p'q'r'

7.1.2 Variacije

Pri permutacijah brez ponavljanja smo razporejali vse elemente neke konéne mnozice z mocjo
n. Ce pa elemente neke konéne mnoZice z mo¢jo n razporejamo na r mest in je r < n, elementi
pa se ne smejo ponavljati, delamo razporeditve po r elementov iz mnozice, ki ima n
elementov. To so variacije n elementov reda r brez ponavljanja

Stevilo variacij r-tega razreda brez ponavljanja je
n!
V(nr)= .
(n—r)!
Ce v naboru dovolimo ponavljanje, potem govorimo o variacijah n-tega razreda s
ponavljanjem. Stevilo variacij s ponavljanjem r-tega razreda je:

(p)V(n,r)=n".

7.1.3 Kombinacije

Ko iz mnoZice z n elementi izbiramo k elementov in vrstni red ni pomemben, govorimo o
kombinacijah. Na primer ab in ba sta ista kombinacija. V sploSnem se lahko pokaze, da je
Stevilo kombinacij:

" n!
Clan) = U e

C(n,r) je Stevilo podmnozic z r elementi v mnozici z n elementi.

n

I

Za pozitivni celi Stevili r in n , kjer je r<n, uvedimo naslednji simbol ( j, kar preberemo n

nad r in ga imenujemo binomski koeficient. Matemati¢no koeficient pomeni naslednje:

("jzn-(n—l)-(n—2)-...-(n—r+1)_ n!
1:2:3.-r C(n=r)lA

r

&Primer 1:

Na koliko nacinov lahko sestavimo 3-Clansko ekipo, ki jo sestavljajo 3 od 8 Soferjev
avtobusa?
Izberimo tri od osmih Soferjev avtobusa, in ker vrstni red ni pomemben, je moznosti C(8,3),

tore;j:
8 ! 7.

C(8’3)=U: 8 876 _
3IE8-3)! 1-2-3

Ekipo lahko sestavimo na 56 nacinov.

56

3

Ce se v kombinaciji kateri elementi lahko pojavljajo veckrat, potem spet govorimo o
kombinacijah s ponavljanjem.
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&Primer 2:

Kombinacije tretjega reda s ponavljanjem iz mnozice A = {1,2,3,4} so:
111,112, 113, 114, 122, 123, 124, 133, 134, 144, 222,223,224, 233, 234, 244, 333, 334, 344,
444,

Splosno velja za Stevilo kombinacij r-tega razreda s ponavljanjem iz mnoZice z n elementi
naslednji obrazec:

(P)C(nr) = (j

r

7.2 VERJETNOST

7.2.1 Uvod v verjetnost

Ce za nek dogodek ne moremo predvideti, ali bo nastopil ali ne, pravimo, da je sluGajen.
Lahko nastopi ali ne.

Nemogo¢ dogodek je dogodek, ki se nikoli ne zgodi.

Gotov dogodek je dogodek, ki se za dani poskus vedno zgodi.

Primer: Pri metu kovanca ne moremo trditi, ali bo na zgornji strani grb ali Stevilo.
Tudi Stevilo avtomobilov, ki prehajajo skozi presek neke ulice v dolocenem casovnem
intervalu, je slu¢ajno.

Na Zzalost ne moremo to¢no predvideti, ali se bo neki slu¢ajni dogodek zgodil, lahko pa
merimo oziroma dolo¢imo njegovo verjetnost. Ce bi dovolj velikokrat vrgli kovanec, bi
ugotovili, da priblizno v 50 % primerih pade grb. Podobno tudi, ¢e bi merili Stevilo
avtomobilov v 15-minutnem intervalu dovolj velikokrat, bi ugotovili, na primer, da se 10
avtomobilov pojavlja v neki ulici v priblizno 30 %. Torej, v priblizno 30 % primerih lahko
pricakujemo, da bo v 15-minutnem intervalu skozi ulico peljalo 10 avtomobilov.

Tako merimo verjetnost, da se zgodi neki dogodek. Naj nam bo to motivacija za vpeljavo
teorije verjetnosti.

Klasi¢na teorija verjetnosti

Klasi¢na definicija verjetnosti: verjetnost nekega dogodka je enaka razmerju med Stevilom
ugodnih izidov in Stevilom vseh izidov.

Oznacimo s P(D) verjetnost dogodka D, m naj bo Stevilo ugodnih izidov in n Stevilo vseh
izidov. Torej:

PD)= "

n

@Primer: Me¢imo idealno kocko, potem je moznost, da pade §tevilo 3 enaka % Stevilo

ugodnih izidov je 1, Stevilo vseh moznih izidov pa je 6. Po zgornji definiciji je P(3) = % .

Klasi¢na definicija verjetnosti zajema samo primere, v katerith obstaja koncno Stevilo izidov v
eksperimentu in vsi izidi morajo biti enakovredni.
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Kadar vsi izidi nimajo enakih mozZnosti, da se zgodijo, in kadar je Stevilo poskusov
neskon¢no, moramo uporabiti drugacno verjetnost.

StatistiCna definicija verjetnosti

Statisticna verjetnost temelji na bazi eksperimenta. Poskus ponovimo n-krat pod enakimi
pogoji. Nek dogodek A se je izvrSil k-krat. Stevilo k imenujemo frekvenca dogodka A

(glede na dani poskus), kvocient L3 pa relativna frekvenca .
n

Definicija: Verjetnost dogodka je Stevilo, pri katerem se obiajno ustali relativna
frekvenca dogodka pri velikem Stevilu poskusov.

Do relativne frekvence lahko vedno pridemo z merjenjem ali opazovanjem.

®Primer 1:

Naslednja tabela nam prikazuje pogostnost okvar na dolocenih tipih avtomobilov.

Stevilo opazovanih avtomobilov |10 1000 2000 5000 10000

Stevilo okvar 0 5 12 21 50
Relativna frekvenca 0 0,005 0,006 0,0048 0,005

Relativna frekvenca se ustali nekje okoli 0,5 % in lahko reCemo, da je moznost za okvaro te
vrste avtomobila 0,5 %.

Aksiomati¢na teorija verjetnosti

Sodobna teorija verjetnosti je zgrajena na aksiomatski podlagi. Aksiomi so osnovni zakoni
(temeljne resnice), na katerih gradimo vse nadaljnje trditve. Dogodke predstavljamo kot
mnozice. Na kratko poglejmo nekaj o takSnem pristopu k verjetnosti.

Naj bo S mnozica vseh moznih izidov eksperimenta. Mnozico S imenujemo prostor dogodkov
(algebra dogodkov) in naj bo kon¢na mnozica. Mnozice z enim elementom {e} iz algebre

dogodkov S imenujemo elementarni dogodki.

Prazna mnozica je nemogo¢ dogodek — dogodek, ki se nikoli ne zgodi, in mnozica S je gotov
dogodek — dogodek, ki se za dani poskus vedno zgodi. PodmnozZica A algebre dogodkov S se
imenuje dogodek.

Z operacijami med mnozicami iz algebre dogodkov dobimo nove dogodke:

AUB je dogodek, ki se zgodi, ¢e se zgodi dogodek A ali dogodek B (ali oba isto€asno).

A N B je dogodek, ki se zgodi, ¢e se zgodi dogodek A in dogodek B.

A je dogodek, ki se zgodi, e se ne zgodi dogodek A, in ga imenujemo nasprotni dogodek
dogodku A.

A/B je dogodek, ki se zgodi, ¢e se zgodi dogodek A in ne nastopi dogodek B.

Dogodka A in B sta nezdruZljiva, ¢e je A N B = ¢, torej, ¢e se ne moreta zgoditi oba hkrati.

Dogodek AcCS se je zgodil, ¢e se je zgodil elementaren dogodek (izid eksperiment), ki
pripada podmnozici A.
®Primer 2:

Naj bo na$ eksperiment met igralne kocke. Naj bo S = {1,2,3,4,5,6} mnozica izidov tega
eksperimenta. Naj bodo dogodki :
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A= {2,4,6} - mozZnost parnega Stevila
B = {1,3,5} - moZnost neparnega 3tevila
C= {235}

Potem so dogodki:

AUC = {2,3,4,5,6}

CnB= {35}
C= {146}
AnNB=¢g

S je gotov dogodek, ker se bo zagotovo zgodil eden izmed izidov v eksperimentu.: 1 ali 2 ali 3
ali 4 ali 5 ali 6.

Po klasi¢ni definiciji verjetnosti je P(B) = % = %

Do sedaj smo predpostavljali, da je S kon¢na mnoZica. Vsaka podmnoZica mnoZice S je
dogodek, ¢e je mnozica S koncna. Ce je mnozica S konc¢na, se imenuje diskreten prostor
dogodkov, v nasprotnem primeru pa kontinuirani prostor dogodkov.

&Primer 3:

vvvvv

vvvvv

&Primer 4:

Na semaforjih se prizge rdeca lu¢ vsako cetrto minuto in traja eno minuto, nato se prizge
zelena lu¢ in tako naprej. Vsako polno uro se prizge rdeda lu¢. Ce prispemo pred semafor
enkrat med 7.55 in 8.05, kolikS$na je verjetnost, da bo gorela rdeca luc?

Opravka imamo s kontinuiranem prostorom dogodkov.

Dogodek A je, da gori rdeca luc. Rdeca luc gori ob 8.00, nato Se ob 8.04 in ob 7.56. Skupaj
torej 3 minute.
S je celotni ¢asovni interval, torej 10 minut.
Verjetnost dogodka A je razmerje med ¢asom, ko je prizgana rdeca lu¢, in celotnim ¢asovnim
intervalom.

3

P(A) = 10

Naj bo sedaj S prostor dogodkov in 4 druzina dogodkov na S. Sedaj lahko definiramo
verjetnost kot funkcijo iz mnoZzice A v mnozico realnih Stevil.

Za to funkcijo veljajo naslednje lastnosti:

1. Za vsak dogodek A iz S velja, da je verjetnost dogodka med ni€ in ena

0<PA)<I.

1. Verjetnost gotovega dogodka je 1: P(S) = 1.

2. Verjetnost nemogocega dogodka je ni¢: P(N) = 0.

3. P(AuB)=P(A)+P(B), ¢e velja,daje AnB=¢g.

Na osnovi teh lastnosti (aksiomov) pokazimo nekaj pomembnih lastnosti.

1. Zaneki P(4)=1-P(A).
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Dokaz:
Naj bo ( 4 ) komplement dogodka A. Mnozico S se da zapisati kot

S=AU 4, pri éemer vemo, dasta A N 4 = ¢. Zato lahko zapisemo

1=P(S)=P(AU 4)=P(A)+P(4).

Torej: P(4)=1-P(A).

2. Ceje dogodek A < B (pomeni, da ¢e se zgodi dogodek A, se zgodi tudi dogodek B),
potem je P(A) < P(B).

Dokaz:

Vemo, da lahko B zapisemo: B = AU (B/A). Po tretji lastnosti je P(B) = P(A) + P(B/A), ker
vemo, da je P(B/A) = 0, dobimo:

P(A) < P(B).

3. Za dogodka A in B velja: P(A/B) =P(A) - P(An B)

Dokaz: Mnozico A lahko zapisemo kot:

A =(A/B) U(AnB) in zopet po tretji lastnosti velja:

P(A)=P(A/B) + P(AnB) in iz tega

P(A/B)=P(A) - P(AnB).

4. Za dva dogodka A in B, ki nista nujno nezdruzljiva, vedno velja:

P(AuUB)=P(A) +P(B) - P(ANB).

Dokaz: Glede na izrek 3 lahko zapiSemo:

P(AuB)=P(A/B) + P(B)=P(A) - P(AnB) + P(B)

Oziroma: P(AUB)=P(A) + P(B) - P(An B).

POSLEDICA:

Za dogodke A; B in C velja:

P(AUBUC) =P(A)+P(B)+P(C)-P(AnB)-P(AnC)-P(BNB)+P(AnBNC).

@Primer 5:
Mecimo kovanec. Naj bo dogodek A, ¢e se pojavi ribica. Verjetnost tega dogodka je 0,5.
Nasprotni dogodek je, ¢e pade Stevilka. Po prvi lastnosti vemo:

P(S)=P(R)=1-0,5=0,5.

&Primer 6:

Vir: Lasten
Verjetnost, da vozilo zavije v ulico B, je 0,2. Verjetnost, da se odpelje naravnost, je enaka
verjetnosti nasprotnega dogodka. Torej, P=1-0,2=0,8.

&Primer 7:
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Mecemo igralno kocko. Dogodek A nastopi, Ce se pojavita Stevilki 2 ali 3. Dogodek B
nastopi, ¢e padeta Stevilki 3 ali 4. Verjetnost za vsako izmed Stevil je % . Po cetrtem izreku
velja:
P(AUB)=P(A) + P(B) - P(ANB) = (~ + Ly+(L+ 1y L

6 6 6 6 6

Torej, dogodek (A U B) nastopi, ko padejo Stevila 2 ali 3 ali 4, in njegova verjetnost je 0,5.
@Primer 8:

V skatli imamo 10 kroglic, od katerih so 4 zelene in 6 rdecih. Kolik$na je verjetnost, da bomo
izvlekli zeleno kroglico.
$=1{1,2,3,4,5,6,7,8,9,10}. Verjetnost dogodka A je:

4

7.2.2 Pogojna verjetnost

Naj bosta A in B dogodka iz algebre dogodkov S. Ce dogodek A se lahko zgodi samo, &e se
zgodi dogodek B. Potem verjetnost dogodka A imenujemo pogojna verjetnost in jo ozna¢imo
s P(A/B).

Po definiciji je :

P(ANB)

P(A/B) = P5)

; P(B) >0

®Primer:
Poglejmo skico prometne mreze.

Slika 61: Prometna mreza
Vir: Lasten

vvvvv
vvvvvvvvvv
vvvvv

vvvvv
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20
PUnZg) 100 _ 0,20
P(Zg) 30 030

P(1/Zg) = 100

=0,67

7.2.3 Slucajne spremenljivke

Izide v vecini primerih, ki smo jih do sedaj nastevali, lahko predstavimo v numeri¢ni obliki.

Pri metu kovancu lahko obema moznima izidoma, ki sicer nista Stevili, pripiSemo, recimo
vrenosti 1, Ce pade Stevilka, in 2, ¢e pade slika.

V tem primeru imamo opravka s spremenljivko, ki v vsaki ponovitvi poskusa sicer zavzame
neko vrednost, vendar pred izvedbo poskusa ne moremo reci, katero vrednost bo
spremenljivka zavzela. Takim spremenljivkami pravimo slu¢ajne spremenljivke.

Mnozici vrednosti, ki jih lahko spremenljivka zavzame, pravimo ZALOGA VREDNOSTI.
Poleg te moramo za vsako spremenljivko poznati tudi PORAZDELITVENI ZAKON, ki nam
pove, kakSne so verjetnosti, da sluajna spremenljivka zavzame posamezno vrednost iz svoje
zaloge vrednosti.

Slucajne spremenljivke bomo oznacevali z velikimi ¢rkami, vrednosti, ki jih spremenljivke
dosezejo, pa z enako malo crko.

Slu¢ajna spremenljivka: X; vrednost, ki jo lahko doseze, pa oznacimo z x; do x, Dogodek, da
spremenljivka X doseZe vrednost xi  pa s X=X

Vidimo, da je slucajna spremenljivka realna funkcija definirana na mnozici elementarnih
dogodkov.

Funkcija f definirana na X, tako da je:

p(xi) = P(X =xy),

se imenuje funkcija verjetnosti.

Vrednost verjetnostne funkcije v tofki x nam pove verjetnost, da slucajna
spremenljivka zavzame prav vrednost x.

Enoten prikaz zaloge vrednosti in porazdelitvenega zakona za slucajno spremenljivko s
konc¢no zalogo vrednosti omogoca verjetnostna shema. To je tabela, ki ima v prvi vrstici
naStete vse elemente xx , pod njimi pa zapisane vse pripadajoce verjetnosti. Ker tvorijo
dogodki popoln sistem dogodkov, mora biti vsota Stevil v drugi vrstici enaka 1.

Napravimo verjetnostno shemo za poskus meta idealne kocke. Opravka imamo s 6 enako
verjetnih izidov.
X:
Tabela 19: Verjetnostna shema

1 2 3 4 516

1 1 1 1 1|1

6 6 6 6 6 |6
Vir: Lasten

Ce slucajni spremenljivki X, tako kot v zgornjem primeru, ustreza simetricen popoln sistem
y . . . 1

dogodkov z moc¢jo n, zaradi Cesar so vse verjetnosti P(X = xi ) enake —, gre za enakomerno
n

diskretno porazdelitev.
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7.2.4 Matemati¢no upanje

Recimo, da preucujemo slucajno spremenljivko X, ki ima zalogo vrednosti {xk,k = 1,2,...,n}
in porazdelitveni zakon, opisan z verjetnostno funkcijo p(xx) = P(X = xi). Ponovimo N-krat
poskus, pri katerem nastopa ta slucajna spremenljivka. Dobimo N realizacij slucajne
spremenljivke X. Pri tem ugotavljamo, kolikokrat zavzame X vsako od moznih vrednosti x.
Tako dobimo neko frekven¢no porazdelitev.

Naj bodo fi, f3,..., f, frekvence posameznih vrednosti. Izraunajmo povprec¢no vrednost vseh
realizacij.

;:%kz’;;kak (1)

. . 1 y . i
Namesto te formule lahko, ¢e postavimo konstanto N za znak za seStevanje, zapiSemo:

_Je

Vrednosti x, so sedaj pomnozene s svojimi relativnimi frekvencami : f; = N

Ce stevilo vseh realizacij N nara$ca prek vsake meje, se relativne frekvence obicajno ustalijo
pri verjetnostih p, = P(X =x,), zato se pri velikem Stevilu poskusov povpre¢na vrednost

realizacij slucajne spremenljivke X obicajno ustali pri Stevilu:

EXN=Ypx, @

k=1

Stevilo E(X) je definirano z zgornjim obrazcem in ga imenujemo matematiéno upanje
(matematicno pri¢akovanje) ali povprecna vrednost sluc¢ajne spremenljivke X.

Izraz matemati¢no upanje izvira iz iger na sre¢o. Ce je v loteriji n razliénih dobitkov s
frekvencami fi, f,..., f, , je povprecni dobitek na eno srecko dan z obrazcem (1); na toliko
lahko v povpre¢ju upamo pri nakupu ene srecke.

&Primer 1:

Opazujemo Stevilo letno prevozenih kilometrov osebnih avtomobilov.

To je slucajna koli¢ina, katere vrednosti se spreminjajo od avtomobila do avtomobila.
Omejimo se na avtomobile v nekem mestu. Potem lahko na vzorcu 1000 avtomobilov
izraCunamo povprecje prevozenih kilometrov.

Oznacimo to povprecje s x. Vzemimo, da je x = 17500 km. Na osnovi tega se ponavadi rece,
da je letno povprecje prevozenih kilometrov priblizno18000 km.

Teh 17500 km smo dobili tako, da smo izracunali povprecje prevozenih kilometrov samo za
1000 opazovanih avtomobilov. Pravo povprecje bi dobili, ¢e bi upostevali vse avtomobile v
mestu.

Tako dobljeno povprecje predstavlja matemati¢no upanje E(X) Stevila prevozenih kilometrov
kot slucajne spremenljivke.

x je tem blizje E(X), ¢im vecje je Stevilo avtomobilov v vzorcu. Seveda mora biti vzorec
avtomobilov izbran slu¢ajno.
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x= L(IOOOO-Z +11000-3+...25000 -1) = 17506 =17500

1000
Aritmeti¢na sredina vzorca je:
- <
X kz=1: N X,
Tabela 20: Absolutne in relativne frekvence
St. prevozenih km v Absolutna frekvenca Relativna frekvenca
tisoCih fi /i

X, n

10 2 0,002

11 3 0,003

12 5 0,005

13 15 0,015

14 27 0,027

15 72 0,072

16 161 0,161

17 215 0,215

18 210 0,210

19 155 0,155

20 84 0,084

21 31 0.031

22 11 0,011

23 6 0.006

24 2 0,002

25 1 0,001
N=1000 1,000

Vir: Lasten

Torej, Ce gre

k

£ 5 f(x,) za n—ow,
n

se x priblizuje k:

EQX) =Y pex,

k=1
@Primer 2:

Vrzimo dve kocki istocasno. Sluc¢ajni pari Stevilk (a, b), ki se lahko pojavijo, so variacije
drugega razreda s ponavljanjem $tevil 1, 2, 3, 4, 5, 6.

S = {(11),(12)....(66)}
Naj bo X(a, b) = max(a, b). Torej, X je izid eksperimenta tako, da pokaze vec¢je izmed Stevil,
ki padeta na kockah. X je slucajna spremenljivka z mnozico vrednosti X(S).

X(S) =1{1,2,3,4,5,6}

Verjetnostna funkcija ima naslednje vrednosti:
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p()=P(X=1)=P({(LD})= %

p(2) =P(X=2)=P({(2,1),(2,2),(1.2)}) =
(

p(3) =P(X =3)=P({(1,3),(3.),(3.2).(3.3).(2.3)}) =

3

5

36

p(4) =P(X = 4) =P ({(1,4),(4.]),(4.,2),(4,3)(4,4),(2.4),3.4)}) =

In analogno:

7

p5) =PX =5) =

p(6) = P(X = 6) —%

Na primer: p(3) je verjetnost, da ima slucajna koli¢ina vrednost 3.
ZapiSimo verjetnostno shemo za dobljeno sluc¢ajnostno funkecijo.

Tabela 21: Verjetnostna shema
X, 1 2 3 4 5 6

px) | 135791

36 | 36 | 36 | 3¢ | 36 | 36
Vir: Lasten

Za matematicno upanje sluc¢ajne spremenljivke X dobimo:

& 1 3 5 7 9 11 .
EX)= ) x,p(x,)=1-—+2-—+3-—+4-—+5-—+6-— = 4,47
D I TR AR AR T

Matemati¢no upanje slucajne spremenljivke ima podobno slabost kot aritmeti¢na sredina, ki
jo poznamo iz statistike. Stevilo E(X) sicer zagotovo lezi med najve&jo in najmanj$o mozno
vrednostjo slucajne spremenljivke X, vendar so te vrednosti lahko precej razprSene okrog
njega in je zato informacija, ki jo daje E(X) o slu¢ajni spremenljivki X, v sploSnem prece;j
skopa.

7.2.5 Varianca in standardna deviacija diskretne slu¢ajne spremenljivke

Kvaliteto informacije, ki jo daje matemati¢no upanje, bomo ocenili tako, da bomo povedali,
kako so posamezne vrednosti te sluCajne spremenljivke razprSene okrog njenega
matemati¢nega upanja.

Razprsenost merimo z VARIANCO ali DISPERZIJO D(X) slucajne spremenljivke.

Varianca diskretne sluc¢ajne spremenljivke X je definirana:

DX) = 3 (p, (x, - E(X))*)

k

Pozitivna vrednost korena /D(X) se imenuje STANDARDNA DEVIACIJA o, sluajne
spremenljivke X.
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Standardna deviacija nam pove, kakSno je povprecno odstopanje (razprSenost) vrednosti
slucajne spremenljivke od vrednosti matemati¢nega upanja.

Operativna formula za izraCunavanje variance je:
DX) = Yx plx) = [EQOF = EX) = [EQO] s iderje E(x*) = 3¢ p(x,)

©Primer:
Verjetnostna funkcija je podana z verjetnostno shemo:

Tabela 22: Verjetnostna shema
X, 1 2 3 4 5 6

pa) | L[ 3]s 7191

36 | 36 | 36 | 36 | 36 | 36
Vir: Lasten

Izradunali smo Ze, da je E(X) = 4,47.
Izracunajmo Se varianco in standardno deviacijo.

Najprej izraCunajmo:

1 3 5 7 9 11 791
ECXH)=Sx"px)=1"—+2>. = 4+3>. — 44> — 45> 2 16> —="2-22197
(X5)= 20 p(x) 36 36 36 36 36 36 36

Torej je varianca:
D(X)=E(X?)- [E(X)] =21,97 - 19,98 = 1,99

In iz tega standardna deviacija:

o.=[D(X)=41,99 =141.

7.2.6 Dvodimenzionalna diskretna slu¢ajna spremenljivka

Ce se izidi eksperimenta opisujejo s parom realnih §tevil, imamo opravka z
dvodimenzionalnimi slu¢ajnimi spremenljivkami ali slu¢ajnimi vektorji. Vsi pojmi, ki smo jih
vpeljali za enodimenzionalno slucajno spremenljivko, se morajo sedaj razSiriti na
dvodimenzionalno slu¢ajno spremenljivko.

Naj bosta sedaj X in Y dve diskretni slucajni spremenljivki z naslednjimi mnoZicami
vrednosti:
X(S)= {xl,xz,...xn}

Y(S)= {3V I}

Kartezi¢ni produkt teh dveh mnozic je:
X(S)XY(S) = {031,703 1202,
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Verjetnost para (x,, ;) je podana s funkcijo:

P(X=x,,Y(y;)=h(x;,y,)
To je verjetnostna funkcija dvodimenzionalne slu¢ajne koli¢ine (X, Y).
Pove nam verjetnosti za pare vrednosti slucajnih koli¢in X in Y.

Funkeiji

f() =3k, in
g(xj) = ih(xi’yj)

se imenujeta MARGINALNI funkciji verjetnosti.

Marginalna funkcija verjetnosti f(x) nam pove, kolikSna je verjetnost, da sluc¢ajna koli¢ina X
zavzame vrednost X, ne glede na to, kakSno vrednost bo zavzela slucajna spremenljivka Y.

Funkcija h(x;, y;) zadostuje naslednjim pogojem:

1. h(x;,y;) 2 0zavsakpar (x,,;)

n m

2. > > h(x;,y;) =1

i=l j=1

Ce so E(X) in E(Y) matemati¢ni upanji spremenljivk X in Y, potem izraz:

CRY)= Y3 (v, — EXONy, — EQ)hCx,v,) =

=E[(X - EQO)( = EM)] = X ¥ x,,h(x.y,) — E(X) E(Y)
i
imenujemo KOVARIANCA.
©Primer:
Vzemimo dve poSteni kocki in opazujmo verjetnosti uresnic¢itve maksimalnega Stevila v paru
(a, b) in vsote Stevil a in b.
X(a, b) = max(a, b)
Y(a,b)=a+b

Funkcijo verjetnosti dvodimenzionalne sluc¢ajne spremenljivke (X, Y) bomo prikazali s
tabelo.

Tabela 23: Funkcija verjetnosti dvodimenzionalne slucajne spremenljivke
XY | 2 3 4 5 6 7 8 9 10 | 11 | 12 z

J
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1 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1

36 36
2 o221 ]oJoflolo]o]o|o[o]3
36 | 36 36
3 oflol2]2]tr[oflofofofo[o] s
36 | 36 | 36 36

s lolofof2]22]1t]o]Jo]lo]o] 7
36 | 36 | 36 | 36 36

s ofJololol2]22]2]1]olo] 9
36 | 36 | 36 | 36 | 36 36

6 0 0 0 0 0 2 2 2 2 2 1 11

36 | 36 | 36 | 36 | 36 | 36 | 36
S22 3]alslels]al3]2]1

" 136 |36 36|36 |36 |36 ]|36]|36]| 36| 36| 36
Vir: Lasten

Vrednost funkeije h(x;,y;) v tocki (5, 6) je:

2

H(5,6) = P(X =5,Y = 6) =P({(1,5),(5.))}) = ¥

Podatke za izracun vrednosti kovariance dobimo neposredno iz tabele.
CX,Y)= D> x,y,h(x,,y,)— E(X)-EY)=
i

=1-2-L+2-3-i+2-4-i+...+6-12-L—4,47-7='2,9
36 36 36 36

Sluc¢ajni spremenljivki X in Y sta neodvisni, ¢e velja:
PX=x,,Y=y;,)=P(X=x,)P(Y =y,)zavse x, in y,.

Povzetek:
V tem poglavju ste se naucili: izracunati Stevilo premutacij, variacij in kombinacij, izraCunati
verjetnost nekega dogodka in poznate pojma sluc¢ajna spremenljivka in matemati¢no upanje.
(7 Se nekaj nalog za utrjevanje:

1. IzraCunajte Stevilo kombinacij pri igranju igre na sreco LOTO.

2. lIzraCunajte: (18\1.
12/
3. V posodi so tri bele, dve ¢rni in pet rdecih kroglic. Naenkrat vzamemo 1z posode tri
kroglice. Kolik$na je verjetnost, da je vsaj ena rdeca?

4. V posodi so tri bele, dve ¢rni in pet rdecih kroglic. Zaporedoma vzamemo 1z posode tri
kroglice; kroglic ne vratamo v posodo. KolikSna je verjetnost, da so vse tri rdece?
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